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这 本 书 是 作者 在 对 学 生 学 习 “ 数 学 物理 方程 与 特殊 函数 "这 门 课时 所 允 
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“数学 物理 方程 与 特殊 函数 "( 有 时 简称 为 “数学 物理 方程 /是 
理工 科 省 专业 学 生 的 一 门 重 要 的 数学 课程 。 她 之 所 以 重要 是 因为 
她 研究 的 问题 直接 来 源 于 物理 学 .电子 学 及 力学 等 基础 学 科 , 也 可 
以 说 她 是 数学 与 这 些 学 科 之 间 的 一 座 桥 梁 。 长 期 以 来 ,学 生 都 普 
遍 反 映 这 门 课程 比较 难 学 ,主要 表现 在 :数学 推导 元 长 .习题 和 不 好 
做 。 

这 门 课 是 不 是 难 学 ? 如 果 说 是 难 ,到 底 难 在 何 处 ? 其 实 , 通 过 
仔细 分 析 不 难 发 现 ,学 生 感 觉 到 难 学 是 因为 以 下 两 个 原因 : 

第 一 ,在 建立 定 解 问题 时 需要 用 到 物理 学 、 电 子 学 、 力 学 等 学 
科 中 的 一 些 基本 原理 和 方法 ,读者 对 衫 关内 容 咎 太 熟 悉 或 不 会 灵 
活 反 用 ，; 

第 二 ,在 进行 理论 分 析 和 解 题 时 需要 用 到 数学 中 其 他 分 支 的 
一 些 理论 和 技巧 ,如 微 积 分 、. 常 微分 方程 .信里 时 分 煌 、 复 变 图 数 、 
积分 变换 等 。 对 这 些 内 容 有 些 学 生 当 初 就 没有 学 好 ,有 的 学 生 即 
使 当时 学 得 不 错 , 但 到 用 的 时 候 也 已 经 焉 处 得 差不多 了 , 解 是 时 就 
会 感到 困难 。 

为 了 帮助 学 生 克 服 上 述 困 难 、 学 好 这 门 课程 ,高 等 教育 出 版 社 
建议 我 写 一 本 这 门 课程 的 教学 辅导 书 ,与 我 编写 的 & 工 程 数学 一 一 
数学 物理 方程 与 特殊 函数 $( 第 三 版 )( 以 后 简称 教 林 ?配套 使 用 。 
一 开始 ,我 没有 接 爱 这 个 建议 ,因为 我 认为 要 学 好 一 门 谋 程 ,主要 
依靠 学 生 自 己 的 努力 (当然 也 要 靠 教 师 把 课 教 好 ), 要 自己 做 习题 ， 
不 能 依 救 各 种 和 洛 样 的 辅导 村 料 , 更 不 能 从 辅导 书 上 抄 习 题解 管 。 
当然 ,一 本 好 的 辅导 书 对 读者 确实 能 起 到 启迪 和 指导 的 作用 。 人 得 
要 写 一 本 好 的 学 习 辅 导 书 ,谈何容易 ! 
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数 个 月 以 后 ,高 等 教育 出 版 社 高 等 理工 分 社 的 李 艳 惰 同志 又 
多 次 来 电 , 和 我 商讨 写 辅导 书 一 事 , 我 终于 被 她 的 责任 心 和 诚意 所 
感动 ,答应 试 一 试 。 

基于 我 前 面 的 认识 ,决定 以 “ 温 放 .启示 .、 珊 固 "作为 和 这 本 村 
料 的 准则 。 具 体 地 说 ,就 是 使 这 本 书包 括 三 个 方面 的 内 容 :第 一 、 
对 《数学 物理 方程 与 特 原 函 数 》 一 书 中 所 涉及 的 其 他 数学 分 支 的 内 
容 作 一 个 梗概 的 复习 ;第 二 ,对 该 书 中 的 一 些 主 要 内 容 和 所 有 的 习 
题 作 一 些 点 评 和 释 妖 ,这 些 “ 点 评 和 释疑 "足以 帮助 读者 更 深入 好 
理解 所 学 的 方法 和 宪 威 书 中 所 有 的 习题 了 ;第 三 ,补充 一 些 综合 性 
的 题目 并 给 出 必要 的 分 析 与 答案 。 

我 的 愿望 是 :这 本 书 对 读者 真正 有 所 胡 助 。 当 然 , 愿 望 与 结果 
往往 并 不 是 完全 一 致 的 ,究竟 效果 如 何 , 有 待 读者 来 评说 了 。 

高 等 教育 出 版 社 理 工分 社 的 同志 ,特别 是 李 艳 槛 、 周 传 红 等 诸 
位 编辑 为 本 书 的 问世 付出 了 辛勤 的 劳动 ,作者 在 此 向 他 们 表示 真 
心 的 感谢 。 


王 元 明 
2004.3.1 
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第 一 全 
基础 知识 


在 前 言 中 我 们 已 经 说 过 ,学生 之 所 以 感到 "数学 物理 方程 与 特 
殊 两 数 这 门 计 外 较 难 学 ,原因 之 一 就 是 它 要 用 到 其 他 数学 分 支 中 
的 一 些 知识 ,如 常 微分 方程 .积分 学 中 的 -- 些 公式 与 方法 , 傅 里 时 
分 析 ,. 复 变 函 数 ,积分 变换 等 ,为 了 便于 读者 复习 ,在 这 一 章 中 我 们 
将 对 这 些 知 识 作 一 个 概要 的 描述 . 


$1.1 一 阶 线性 常 系数 常 微分 方程 


在 这 一 节 内 ,我 们 将 复习 二 阶 线 性 常 微分 方程 解 的 结构 以 及 
和 系数 情 尼 解 的 求法 . 


1.1.1 二 阶 线性 常 微 分 方程 及 解 的 结构 


二 阶 线性 常 微 分 方程 的 一 般 形 式 为 
yy (1.1.1) 
其 中 p(xz),gtx) ,rtx) 是 某 区 间 1 上 的 已 知 函 数 . 如 果 rizx) 二 
0, 则 称 (1.1.1) 是 齐 次 的 ;车 -4z) 关 0, 则 称 (1.1.1) 为 非 齐 次 的 . 
对 于 线性 齐 次 方程 来 说 ,有 一 个 重要 的 特性 , 即 若 yj (x) 与 
yza( 工 ) 都 是 
be (1.1.2) 
的 解 , 则 对 任意 常数 Ci, Cs, 罗 数 Ciyj (zx)+ Cy2(X) 仍 是 
(1.1.2) 的 解 , 这 个 结果 很 容易 验证 ,如果 yc) 与 ya0r) 在 了 上 
是 线性 无 关 的 , 即 在 了 虐 上 等 式 
ayvitz)} + P(r)=0 
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仅 当 a=8=0(a,8 为 实数 ) 时 才 成 立 , 则 yfz)= Ciyi(r) + 
Cavtfzr) 就 是 (1.1.2) 的 通 解 ,所 痕 通 解 就 是 说 (1.1.2) 的 人 尾 一 个 
解 都 可 以 表示 成 为 这 个 形式 ( 即 y,{r) 与 yat7) 的 一 个 线性 组 
合 ) .例如 方程 
y +y=0 (1.1.3) 
有 了 两 个 解 : 
3 区 二 ) = cos 工 ， af 二 = gin ar. 
而 且 这 两 解 是 线性 无 关 的 ,所 以 (1.1.3) 的 通 解 为 
y= Ccos T+ Csn x. 
据 上 所 述 ,为 了 求 出 线性 齐 次 方程 (1.1.2) 的 通 解 ,只要 设法 
找到 它 的 两 个 线性 无 关 的 特 解 即 可 . 
对 于 二 阶 线性 非 齐 次 方程 {1.1.1) (其 中 r(xz) 半 0) 而 言 ,可 
以 证 明 下 列 结 论 : 
若 y* 是 (1.1.1) 的 一 个 特 解 , 则 它 的 任 一 个 解 y(x) 都 可 以 
表 成 
yx) = yo(z)+Yz)， (1.1.4) 
其 中 Y(tzx) 是 对 应 的 齐 次 方程 (1.1.2) 的 某 个 解 . 
事实 上 ,由 yy, (zx) 及 yl ) 都 是 (1 .1.1) 的 解 , 即 
Vt BY + = 
y tpy +qy=7. 
两 式 相 减 得 
(a tn ly = 0 
记 
1 
则 了 是 齐 次 方程 品 .1.2) 的 解 , 帮 y=y,+ 了， 
利用 这 个 结果 可 知 , 若 Y 是 (1.1.2) 的 通 解 , 则 由 (1.1.4) 所 
给 出 的 函数 y(x) 必 是 (1.1.1) 的 通 解 , 即 
非 齐 次 方程 的 通 解 = 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 + 对 应 的 齐 次 方 


$1.1 二 阶 线性 常 系数 常 禄 分 方程 3 
程 的 道 解 . (1.1.5) 
这 个 结果 与 代数 学 里 线性 方程 组 的 理论 是 一 致 的 . 它 表 明 ,为 
了 求 出 二 阶 线性 非 齐 次 方程 (1.1.1) 的 通 解 ,只 要 先 求 出 它 的 一 个 
特 解 ,再 求 出 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 ,例如 考虑 方程 
3 (1.1.6) 
在 前 向 我 们 已 经 求 出 它 所 对 应 的 齐 次 方程 (1.1.3) 的 通 解 为 


Ceos T+ Coan T. 
另外 ,我 们 容易 验证 (1.1.6) 有 一 个 特 解 ， (xz) = 二 er ,所 以 


(1.1.6) 的 通 解 为 


1 4 
yz) = me” + Cicos x + Csin 7, 


2 
其 中 人 ;C2 足 尾 意 常 数 . 


1.1.2 二 阶 线 性 常 系数 齐 次 方程 


在 这 一 段 内 ,我 们 讨论 如 何 求 出 线性 齐 次 方程 的 通 解 的 问题 . 
下 面 将 要 说 明 , 当 p,q 是 常数 时 ,可 以 用 代数 的 方法 求 出 (1.1.2) 
的 通 解 . 
假设 >(z) 是 (1.1.2) 的 解 ,其 中 p,qg 均 为 常数 , 则 在 了 内 
y (r+ py (r+ gqy(x) 二 0, 
即 y ,py ,9y 能 够 抵消 掉 .由 于 p,q 是 常数 , 故 只 有 当 yy 与 > 
都 是 同 -… 类 型 的 函数 时 才能 办 到 .对 于 什么 样 的 函数 , 它 和 它 的 一 
阶 ,二 阶 导数 蚌 同 一 类 型 的 呢 ?” 指数 函数 具有 这 样 的 特点 . 
现在 令 = ee 是 方程 
y+ py + gy = 人 0,p,9 十 常数 {1.1.7) 
的 解 ,将 它 代 入 方程 得 
(2+ pe + ge” 0., 
由 此 可 得 
k++q = 10， {1.1.8) 
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这 是 一 个 一 元 二 次 的 代数 方程 , 称 为 (1.1.7) 的 特征 方程 , 它 的 两 
个 根 是 

PE me 和 a 

1 2 : 2 | 


,= 
(1.1.9) 

与 它们 相对 应 的 两 个 琢 数 y(txz)}=er' 与 yy{z)=et7 必 是 

(1.1.7) 的 解 .现在 的 问题 是 :这 了 两 个 函数 能 否 构 成 {1.1.7) 的 通 

解 ? 或 者 说 , y(t) 与 wa(z) 是 将 线性 无 关 ? 下 面 分 三 种 情况 来 

说 明 : 

1. p*—-4ga>0 
这 时 由 (1.1.9) 所 给 出 的 ,x 是 两 个 不 相等 的 实 根 , 且 


kr 
和 
Eelh 4 天 常数 ， 


ok 
即 y, (x ) 一 er 与 ys(x)=e% 人 是 线性 无 关 的 ,所 以 
A (1.1.10) 
是 (1.1.7}) 的 通 解 . 
2. pi:—4g<0 


这 时 大 ,az 是 (1.1.8) 的 一 对 共 罗 的 复 根 , 设 
7 

则 yi(x) = et = el tH ~ et(cos Ar + isin Ar) 
与 

ya(x) = er = el” HP = er(cos Br -isin Br) 
是 (1.1.7) 的 两 个 线性 无 关 的 解 .但 是 它们 都 是 复 炒 数 ,用 起 来 不 
太 方 便 , 所 以 我 们 不 利用 它们 来 构造 (1.1.7) 的 通 解 ,而 是 取 它 们 
的 线性 组合: 


h(x) = 二 (es + el’) = ecos Ar, 


jx) = (er er) = esin fxr. 


$1.1 二 阶 线性 常 系数 常 微分 方程 5 


由 微分 方程 的 线性 性 可 知 , F141(Cz) ,Vt7) 也 是 (1,1.7) 的 解 ,而 且 
它们 是 线性 无 关 的 ,所 以 (1.1.7}) 的 通 解 为 


yx) = ee (Ccos Br + Cosin Br), {1.1.11) 
其 中 C, ,Cs 是 任意 常数 . 
3. p44=0 


这 时 Ri 二 2, 即 (1.1.8) 有 重 根 ,将 这 个 重 根 记 作 上 不 , 则 yi (x)= 
e 必 是 (1.1.7) 的 一 个 解 . 剩 下 的 问题 是 找 一 个 与 e 信 线性 无 关 的 
解 .为 了 与 e** 线 性 无 关 , 将 另 一 个 解 表示 成 y= u(x)e* 的 形式 ， 
其 中 wu (zz) 是 待定 的 函数 ,但 不 能 是 常数 .以 y= w(xz)e“ 代 人 
(1.1.7) 得 
er [wu + (2R + pu + (RI+ pk+ qu] = 0. 
利用 (1.1.8) 和 (1.1.9) 得 
a = 0, 
取 utr) 一 了, 则 得 名 (.1.7) 的 另 一 个 解 y= 二 ee ,这 时 (1.1.7) 
的 通 解 为 
yr) = (C+ Cor)e™. (1.1.12) 
至 此 ,对 于 二 阶 线性 常 系数 齐 次 微分 方程 来 说 ,其 求解 问题 已 
获得 彻底 解决 ， 
例 1.1.1 求 y 一 3y +2y=0 的 通 解 . 
解 ” 先 写 出 与 这 个 方程 相对 应 的 特征 方程 
A2—3A+2=0. 
它 有 两 个 相 异 的 实 根 上 | = 1, 二 ;=2, 战 所 求 的 通 解 为 
站 -二 Ce 十 Ce 和， 
其 中 Ci,Ca 为 任意 常数 ， 
例 1.1.2 求解 下 列 初 值 问题 : 
ly +2y +4y = 0, 
|y(0} = y (0)= 1, 
解 ” 先 求 方程 的 通 解 ,其 特征 方程 为 
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&2 二 28+4=0， 
它 的 两 个 根 为 和 = 一 1 1Y3i,2 二 一 1 ~-Y3i, 所 以 方程 的 通 解 为 
y =e (Ceosvy3r + Csiny3r7). 
利用 初始 条 件 确 定 C1, C;: 
1 = yt0)} = C1， 
1 = y(0) =- Ci +y3C,, 


放 C1“1,C2~ 反 = 当 V3, 即 所 求 的 初 值 问题 的 解 为 


名 二 “(eos 人 下 守 分 V3sinV3z ]. 


例 1.1.3 求 y -4y +4y 一 0 的 通 解 . 


解 ”特征 方程 为 
有 2 一 4 下 十 4 二， 
它 有 重 根 下 =2, 故 所 冰 的 通 解 为 
y=e (C+ Cr), 


其 中 Ci ,Cz 为 任意 常数 . 


1.1.3 参数 变异 法 


在 这 一 段 内 ,我 们 要 研究 二 阶 线性 党 系数 非 齐 次 方程 
Yipy +gqy= r(r) (1.1.13) 
的 解法 ,其 中 p ,gqg 是 常数 ,r(x) 是 某 区 间 I 上 的 已 知 明 数 ,r(x) 
天 0. 
根据 前 面 的 分 析 , 我 们 只 需要 求 出 (1.1.13) 的 一 个 特 解 
yx 《zr). 如何 求 得 这 个 特 解 呢 ”我 们 从 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 出 
发 ,通过 参数 变 蜡 法 来 获得 . 设 齐 次 方程 的 通 解 为 
yr) = Cu(r) + Cylx), (1.1.14) 
这 里 的 Cl,C; 是 任意 常数 ,y1{x) 与 y;(x) 是 齐 次 方程 的 两 个 线 
性 无 关 的 解 .所 谓 参 数 变异 法 就 是 设想 非 齐 次 方程 (1.1.13) 有 一 
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个 形 如 
yr} = CI t+ Cotr}yat rx) (1.1.15) 
的 解 , 这 里 C1, Cs 不 再 是 常数 了 ,而 是 两 个 待定 的 函数 . 即 
(1.1.14) 中 的 两 个 参数 已 经 变异 为 殉 数 了 .下 面 的 任务 就 是 选择 
Citz) 与 Co(z) 使 (1.1.15) 确 定 的 y,(z) 是 (1.1.13)7 的 一 个 解 ， 
为 此 ,只 要 把 (1.1.15) 的 y.。(z) 代 和 人 (1.1.13) .由 (1.1.15)7 有 
yr x) = CEIytr) + C(x)y(xr) 十 
人 汪汪 二 人 过) 二 
因为 只 要 求 出 一 个 特 解 , 即 只 要 确定 一 组 函数 C(x) 与 Cyl)， 
所 以 我 们 就 有 比较 大 的 自由 度 , 可 以 对 CIz) 与 Co(z) 加 一 些 限 
制 ,例如 选 C(x) ,C(xz) 和 使 
Czy(r) +t Clr}y (rt) = 0, (1.1.16) 
这 样 一 来 ,y,(.rc) 就 简单 了 , 即 
ye Cy Cs) yl( 
再 求 二 界 导 数 得 
Vt CC ry (+ 
Clr)y (xr). 
把 y,,y。,y, 代 人 {1.1.13) 得 
CUIy(r) + Cn + Cita)ly (te) +t CE)y (Tt 
pICI(zIy (CT) + Ca xy x) + gl Cr)y tr) + 
Calr}ys( = rtr). 
再 利用 yi (x ) ,yz(x) 都 是 (1.1.7) 的 解 , 故 上 式 可 简化 成 
CE (1.1.17) 
方程 (1.1.16) 与 (1.1.17) 是 关于 Ci(x) 与 CCz) 的 线性 代数 方 


程 组 ,和解 这 个 方程 组 可 得 
0 zz) (x) 
ci(z) = ee 
rir) ya(i) i yt} 
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| 


| 


再 积分 一 次 即 可 求 出 Ctx) 与 C(x ). 

这 里 有 一 点 需要 说 明 一 下 , 即 (1.1.18) 右 映 分 母 中 的 二 阶 行 
列 式 会 不 会 等 于 零 , 对 于 这 一 点 已 经 有 结论 了 ,有 即 当 yi{xz) 与 
yz(z) 是 线性 无 关 时 ,这 个 行列 式 { 称 为 它们 的 玉 ronsksy 行列 式 ) 
是 妊 姓 不 为 零 的 .所 以 (1.1.18) 右 端 有 意义 . 

例 1.1.4 求 +y=tan 工 的 通 解 . 

解 容易 求 出 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 是 

y= Ceos z+ Cosin 十. 

用 参数 变异 法 ,就 是 要 解 方程 组 


Citxicos rt +C(xr)sinx = 0, 


3 ) 区 之 2 人 


3 


C(xz) = 
a ICZ yr) 


{1.1.18) 


[会 CiCxzjsin > Ct x jeos 二 tan 7. 
由 此 得 
0 in 
G(R 让 宏 Sib i 
tan TX cos COS 工 
2DS 0 
C(x) = Ce | = Sin YY， 
一 Sn tanxl| 
通过 积分 得 
(Ei 证 二 In tan( 子 十 | ， 
Ctx) = — cos zx, 
故 所 求 的 通 解 为 


»={sinzxz~-i1n 


2 


+ Ccos T+ Casin 7 


Tt 
tan[ 子 才 4| je 宇 一 CDS XS XY 


可 | 
tan [对 + | Cicos T+ Casin x, 


一 一 cos Xln 
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其 中 CC 为 任意 常数 . 
附注 ”在 教材 中 除了 要 直到 二 阶 线 性 常 微分 方程 以 外 ,还 经 常 要 
遇 到 (!( 特 出 是 习题 中 ) 一 阶 线性 常 微 分 方程 
y + plx)y = q(x}. 
它 的 通 解 也 可 用 参数 变异 法 获得 为 
y= Re 家 feted ar], 
其 中 C 为 任意 常数 . 
1.1.4 欧 拉 (Euler) 方 程 


在 《数学 物理 方程 与 特殊 函数 中 还 要 用 到 一 类 特殊 二 阶 线性 

党 微分 方程 
ry tary tay = flr), (1.1.19) 

其 中 a1,a2 为 常数 .这 个 方程 就 是 二 阶 欧 拉 方程 , 它 不 是 常 系数 
的 ,但 其 系数 很 特殊 , 即 二 阶 导 数 项 的 系数 是 x? ,一 阶 导数 项 的 系 
数 是 a1z ,等 阶 导 数 项 的 系数 是 常数 az. 

欧 拉 方 程 有 一 个 特点 , 即 通过 自 变 量 的 变换 后 它 可 以 化 为 常 
系数 的 .事实 上 , 令 


r= e, (1,1.20) 
则 
Uy 0 dt ey 
dz drdr zd 
dy (1 > } __ldgy, 1dyd 
开元 2 Tdtir zid: x dri? dz 
Ne i 
2 dr 2 di2 
代入 (1.1.,19) 得 
diy d ft 
2 + (ol) gt ey = fe'). (1.1.21) 
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这 是 一 个 二 阶 线性 常 系数 微分 方程 .假若 (1.1.21) 的 特征 方程 的 
根 是 ,2, 则 与 (1.1.21) 对 应 的 齐 次 方程 有 两 个 解 y= ev ya? 
= ez! ,再 通过 变量 代 换 (1.1.20) 还 原 为 z 得 (1.1.19) 的 齐 次 方 
程 有 两 个 解 

1 一 rl, 2 
如 果 有 天 &> 且 都 是 实数 . 则 二 阶 章 次 Euler 方程 

ry tary tasy—0 
的 通 解 为 

yx) = Cra+ Cr, 
其 中 Cl ,Cs 是 任意 常数 . 

当 方 程 t1.1.21) 的 特征 方程 的 根 是 其 他 情况 时 ,读者 利用 前 

面 的 结果 也 可 以 把 (1.1.19) 的 齐 次 方程 的 通 解 写 出 来 . 


例 1.1.5 求 ?六 -23= 二 的 通 解 ， 
解 令 =e, 则 这 个 方程 就 变 成 
2 
te (1.1.22) 
其 特征 方程 为 
hk* -2=0, 
它 有 两 个 实 根 = 一 1,k; = 二 2, 因 此 人 .1.22) 的 齐 次 方程 的 通 解 


为 
y(1) = Ce + Cae 


利用 参数 变异 法 (或 待定 系数 法 ) 可 求 得 (1.1.22) 的 一 个 特 解 
Ya (CE) 三 党- 3te 
所 以 (1.1.22) 的 通 解 为 
y(t)=-— Se + Cie “+ a 
还 原 为 变量 x ,可 得 所 求 的 欧 拉 方程 的 通 解 为 
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a =— ln x Pe 二 + Cxi, 


其 中 Ci ,Cz 为 任意 常数 . 
$ 1.2 积分 学 中 的 一 些 公式 和 技 切 


在 《数学 物理 方程 与 特殊 函数 》 中 应 用 最 多 的 方法 是 积分 学 中 
的 一 些 重要 公式 和 技巧 .在 这 节 内 ,我 们 将 对 这 些 内 容 作 简 要 的 复 
习 . 

1.2.1 分 部 积分 公式 


先 回顾 - .下 一 元 函数 定 积分 的 分 部 积分 公式 ,然后 再 将 这 个 
公式 推广 到 多 元 函数 的 情形 
设 畏 数 w(x) 和 v(x) 在 区 间 [a,5] 上 是 一 次 连续 可 微 的 , 则 


b bb 
| Cr vr)dr = u(r) olr)| =| u(x)o (rz)dr 
(1.2.1) 
或 瑟 成 
f v(x)dutz) = wub)v(b) ~ uta}vla) — [usdv(x). 
特别 是 , 若 (x) (或 w(x) 满足 via)= vt5)=0 (或 uw(a)= nu{5) 
自 王 
| vr)dulz) =- -| utr)dv(x) 
或 
5 
| wz)o(z)az --| utrjv (x)dr, (1.2.2) 
为 了 把 这 个 公式 推广 到 多 元 晒 数 ,我 们 先 要 进 一 个 特殊 的 商 
斯 公式 ,一般 情形 的 高 斯 公式 将 在 下 面 讲 . 设 是 RR" 中 的 一 个 
区 域 { 开 的 连通 集合 ), 它 的 边界 30 是 分 片 光 祖 的 , 记 x = (zj， 
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z2 "Tn) dr=dridr…pdz 如果 如 有 界 且 f(x) 是 0 上 的 一 
次 连续 可 微 函数 , 即 FE C1(0), 则 


日 
| dz = | frnido,， 1 人 HN， [1.2.3) 
Nn 9z, Ef 


其 中 n, 是 30 上 外 法 向 单位 矢量 的 第 上 个 分 量 ( 即 外 法 向 矢量 与 
2 轴 夹 角 的 方向 余弦 ) ,do 是 3 人 上 的 面积 元 素 . 在 这 里 及 后 面 ， 
为 了 符号 简化 ,将 多 重 积 分 都 只 用 一 个 积分 导 表 示 . 

有 了 (1.2.3 儿 特殊 的 高 斯 公式 ) ,我 们 就 可 以 将 分 部 积分 公式 
(1.2.1) 扒 广 到 多 元 函数 的 情形 了 . 设 w(x),v(tr)}€ Cli(N), 则 
有 

| wed = |, uwnide 一 | wvdz. {1.2.4) 
要 证 明 这 个 公式 是 很 容易 的 ,因为 

(av ja = uv 十 trv, 

再 利用 (1.,2.3) 即 得 (1.2.4). 
特别 是 , 苦 u( 或 者 4) 在 30 上 人 恒 等 于 零 , 则 由 {1.2.4) 得 

| vs dz = | wvdr,l < ke nn. [12.5) 

公式 (1.2.5) 还 可 以 推广 到 高 阶 导数 的 情形 ,设计 0 {i=1， 

2,… ,nn) 为 辖 数 , 记 = +t 十 十 让. 荐 u(r),vtxjEC(DN), 
月 wz) 在 3 附近 重 等 于 零 , 则 


| a ET 三 -区 全 1)*| i 
ni LMGr2 A Nn Dri rh dt | 
{1.2.6) 
《教材 # 第 八 章 $8.2 中 讲 一 个 函数 的 绊 导数 的 定义 时 就 是 由 
公式 (1.2.5) 出 发 的 .同样 ,利用 (1.2.6) 也 可 以 定 饼 一 个 阻 数 的 高 
阶 器 导数 ， 
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1.2.2 用 个 重要 的 公式 


在 这 一 段 内 ,我 们 将 复习 积分 学 中 几 个 重要 的 公式 ,其 中 包括 
格林 (Green) 人 公式、 高 斯 (Gauss) 公 式 和 斯 托 克 斯 (Stokes} 公 式 , 对 
高 斯 公式 我 们 还 要 把 它 推广 到 xn 个 变 元 阴 数 的 情况 . 

-、 格林 公式 

设 RCR- 是 有 界 区 域 ,其 边界 30 是 分 段 光滑 的 闭 曲线 , 它 的 

方向 是 逆 时 针 的 ;函数 P(z,y) 和 Qtz,y) 在 口上 有 连续 的 偏 导 


数 , 则 


| pe | 人 95 jazdy. (1.2.7) 
Ep J 


Ox 
这 个 公式 给 出 了 平面 区 域 上 的 重 积分 和 沿 该 区 域 边 界 的 第 二 类 由 
线 积分 之 间 的 关系 ,为 了 便于 记忆 ,我 们 引入 下 列 符号 行列 式 
3 9| 
a 
Pp Q 
在 这 里 我 们 规定 六 与 Q 的 “乘积 " 六 与 的 “ 活 积 ” 和 


利用 这 个 行列 式 ,(1.2.7)? 可 写成 
1 3| 
| Paz + Qdy =| I9r dy 
EF 站 FP Q 
格林 公式 还 可 以 写成 男 一 种 形式 , 即 


| {Pros 和 + Qeos Bds = 站 ( 赤 3 sy, 
2 Ep pd 


dr 
其 中 (eos a ,cos B) 是 曲线 938 的 单位 外 法 矢量 . 

例 1.2.1 设 本 是 分 段 光滑 的 闭 曲线 ,其 正方 向 是 逆 时 针 的 ， 
(0,0) 僻 荆 , 求 


dxdy,. (1.2.8) 


| 
r ry 
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= 


解 (1) 如 果 (0,0) 不 在 广 所 围 成 的 区 域 所 内 ,这 时 


P= - 了 ,QQ= 了 35 在 0 内 是 一 次 连续 可 微 的 ,由 格林 公式 得 
+y 十 多 
更 。 下 
xTdy 一 ydz 47 < _ 
| a -| sd dxdy = 人 0 


rty rty 
(2) 如 果 (0,0) 在 研 所 图 成 的 区 域内 ,这 时 
3Q 3 (= )= 3 


Br dr ty (nt 
2 


oP =- 名: )= 2 
dy dylzr2 1 ye - (2 | y2)2 
在 内 有 奇 点 (0,0), 故 不 能 直接 态 用 格 
林 公 式 .为 了 避免 亩 性 ,我 们 先 作 一 个 以 
(0,0) 为 圆心 .以 e 为 羊 径 的 小 加 各 ,把 月 
点 包 住 (如 图 1.1), 在 QR \ 0, 内 利用 格 
林 公 式 , 然后 再 令 e 一 0, 这 里 要 注意 的 
是 :30, 上 的 方向 是 顺 时 针 方 向, 沿 着 这 
个 方向 才能 使 0 \ Re. 在 左 例 . 
由 格林 公式 得 


Tdy 一 ydx 9 元 已 y 
SE) (+ {drdy 
TUan xX +y 有 DT YT + y 


即 
| | 
r z+y 0 T+ 
把 右 端 积分 写成 极 坐 标的 形式 得 
a 27 
| J | FE (e2008 0+ esin dg = 2x. 
0 & 


Tr Xt yr 
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综合 上 述 黄 种 情况 得 
| xdy = ydz SS 2r， (0,0) E22, 
r T+y ‘0, D0 和 
、 高 斯 公式 与 散 度 


高 斯 公式 又 称 为 奥 斯 特 党 格拉 斯 基 一 商 斯 公式 ,有 时 也 书 敬 
度 定 上 至, 它 是 格林 公式 的 一 种 推广 .我 们 先 讲 三 维 的 情形 ,然后 再 
推广 到 丙 维 . 

设 QCR’ 是 由 分 片 光 滑 的 际 曲 面 所 围 成 的 区 域 , 取 边界 3 
的 外 出;PIryyyz),Qryyyz), Rizyyz) 孝 是 中 上 一 次 连续 可 
微 的 函数 , 则 

| Pdydz + @dzdr + Rdrdy 
写 习 
EE 由 ( 守 : 二 3 zj]dzdyds (1.2.9) 
这 个 公式 也 可 以 写成 如 下 形式 : 
im (Peos a + Qeos B+ Reos 7)ds 
i 人 ardyds, (1.2.10) 


dr 
其 中 (eos a ,cos 8B, cos oo 上 在 点 {ryyyz) 处 的 外 法 向 单位 
矢量 n ,dS 嘴 面 积 元 素 . 


例 1.2.2 计算 || zayaz + 27ydzdr 二 2xzdxdy ,其 中 工 


是 单位 球面 的 外 人 出 . 
解 取 了 =,Q@=2xy,R=2xz, 利 用 (1.2.9) 得 


| Ds + 2rydzdxr + 2xrzdrdy 


=- 用 [ 宁 了 (2zy) 十 = 02 rz) |drdyds 


~ Te dydz. 
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下 面 利用 球面 坐标 来 计算 右 端 的 积分 , 即 令 
二 rsin Ocos ¢, 
y= rsin tsin 9g, 

| = reos 8, 
其 中 0 丢 0 委 rm,0 过 op 和 2r,0 过 rr 按 1. 
则 dzdyds = rsin 9drdpde .代入 上 式 得 


| zzavdz 十 2rydzdr + 2.czdrdy 
l riar rn 
= | | | rsin Becos 人 resin 8drdepd8 
ojJn0 -0 


| ar bb 
> d| -adr| cos pdz| sin dg = 0. 
0 0 0 


为 了 把 公式 (1.2.10) 福 成 更 简洁 的 形式 ,我 们 引进 一 个 概念 ， 
以 Pryyyzj 人 zyz)RIzyyz) 作 为 一 个 矢量 丽 数 A (x， 
yx) 的 一 个 分 量 , 即 
A = {P,Q,R). 
我 们 称 3 + 3 + 为 矢量 函数 人 的 艇 度 记 作 div4 ，, 即 
div 轧 二 3 十 十 3 
利用 矢量 4 ,11.2.10) 左 疾 积 分 中 的 被 积 函 数 为 4&.m, 于 是 
(1.2.10) 可 写成 
| a .nds = | aivaav, (1.2.11) 
其 中 dV=dzrdydzx 为 三 维 空间 的 体积 元 素 . 
公式 (1 .2.11) 可 以 推广 到 高 继 空 间 的 情况 , 设 CR” 是 由 分 
片 光 漠 的 闭 曲 面 所 围 成 的 区 域 ,x = (ri,x2 ,XY,), 尖 景 渭 数 
ACr)=(A (Cr) az 7)) ,中 A(xr) (i=1,,n) 
在 人 上 是 一 次 连续 可 微 的 , 则 有 
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| 4A.nds= | divAaAdV. Cl: 2 12) 
| 记 


在 {1.2.12) 中 车 令 A,=0 (i178) ,将 A 记 成 了 即 得 (1.2.3). 

三 、 斯 托 克 斯 公式 与 旋 度 

这 里 再 讲 格林 会 式 在 三 维 空间 中 本 

的 另 一 种 推广 形式 , 即 斯 托 克 斯 公式 ， 
为 了 进 清 这 个 公式 , 先 要 对 曲面 三 作 
一 些 限 制 . 若 曲 面 5 在 xOwv 平面 (或 
yz 平面 成 xOz 平面 ) 上 的 投影 是 由 
一 兴 谢 的 .无 重点 的 于 曲 线 围 成 的 区 坯 
呈 , 并 日 王 的 方程 可 写成 

z= f(r,y),; (rz,y)ED 图 1.2 
{或 = (yz) 人 DD 或 y= 
Fw) ,7,2) 毛 吕 ) 的 形状 ,其 中 f(x,y) 在 D 上 上 其 有 连续 的 二 
阶 偶 导 数 , 则 称 三 是 正规 曲面 . 

如 朱 £2 是 正规 曲面, 确定 一 侧 的 法 矢量 n, 并 确定 上 的 边 
界 卫 的 方向 ,使 它们 构成 右手 螺旋 系 ( 如 图 1.2); P(r,y,x)， 
Qtr,y,2),R(z, yz) 在 包含 的 时 个 三 维 区 域内 有 连续 的 偏 
导数 , 则 


| Pdz + Qdy + Rdz 
nm 


吕 S| 他 9 
-过 -ee @ 十 [过 -js p+ 


(过 -je yjds， (1.2.13) 


其 中 (eos & ,cos 8B,cos 7Y)} = n( 单 位 法 矢量 ). 这 个 式 子 就 称 为 斯 托 
克 斯 公式 ,如 果 三 在 xOy 平面 上 , 且 尺 三 0, 则 (1.2.13}) 就 变 成 格 
林 公 式 . 

和 高 斯 公式 一 样 ,为 了 把 (1.2.13) 写 成 一 个 简洁 的 形式 ,我 们 
来 引进 矢量 函数 的 旋 度 概念 , 惧 P(r,y,z),Q{(r,y,z),R(zr,， 
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y,z) 作 为 一 个 矢量 隐 数 4&(zr yz) 的 三 个 分 量 , 即 
he Db ep ee i a Ti 
则 称 
人 | (3 Ss 人 上 (1.2.14) 
为 4 的 旋 度 , 记 成 rot4 , 即 
为 了 便于 记忆 ,我 们 将 (1.2.14) 沁 成 
| 了 kk 
9 9 9 
ar dy pz 
P Q RR 
利用 旋 度 可 将 (1.2.13) 写 成 


| A rde = | mta + nds, {1.2.15) 
了 z 


其 中 t= (dr,dy,dz) 是 二 上 的 切 和 拓 量 ,do 是 政 上 的 弧 微 分 . 
最 后 ,我 们 要 特别 强调 的 是 矢量 函数 (也 称 矢 量 场 ?的 散 度 和 
旋 度 都 有 明确 的 物理 意义 ,这 里 就 不 再 装 述 了 . 


$1.3 全 里 叶 (Fourier) 分 析 
傅 里 叶 分 析 是 研究 数学 物理 方程 的 一 个 重要 的 工具 .在 这 -- 
节 内 ,我 们 重点 地 复习 情 里 时 级 数 、. 傅 里 叶 积 分 与 傅 里 叶 蛮 视 ， 


1,3.1 三 角 函 数 系 的 正 交 性 与 傅 里 叶 级 数 


在 这 一 段 内 ,我 们 要 讲 怎 样 把 一 个 以 2x 为 周期 的 周期 函数 表 
示 为 三 和 荐 函数 的 级 数 . 为 此 , 先 要 讲 清 王 角 图 数 系 
[eeos 下 ,Sin 了 ,ecos 2 ,3in 3x, COs nT ,sin ze (1.3.1) 


在 长 度 为 2x 的 区 间 内 {例如 [ 一 x,xj 或 [0,2xj]) 的 正 交 性 , 即 容易 
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MT 


| ] : cos nrder | 1 Sin mtdr = 0O0, n= ,2,.., 


TT EL 
| Cos nr = Sin prd.r =| Cs NT * cos medr 
-Ee 


-se 
T™ 

sl| Sn ne: sn mrdr =0, nn. 
-TT 


这 就 是 说 三 角 函 数 系 41.3.1) 中 任意 两 个 不 相同 的 元 素 的 乘积 在 
[一 x,x] 上 的 积分 都 等 于 零 , 如 果 把 (1.3.1) 中 每 一 个 函数 都 看 成 
有 盛 穷 多 个 分 量 ( 无 穷 多 个 值 ) 的 矢量 , 则 上 述 这 些 积分 为 零 , 就 意 
味 着 任意 两 个 天 量 的 内 积 (数量 积 ) 为 零 , 即 两 者 互相 正 交 .既然 
(1.3.1) 中 任意 两 个 元 素 都 正 交 ,所 以 (1.3.1) 是 一 个 正 交 的 函数 
系 . 

我 们 再 来 计算 一 下 (1.3.1) 中 每 个 洋 数 的 平方 ( 即 自 己 相 莱 ) 


的 积分 等 于 多 少 . 显然 有 人 本 二 三 公开， | cos nzrdr = 
| smaedz = xn = 1,2,…. 因 此 ,下 列 函 数 系 


i 人 


1 
Yr Vr 


庆 cos nr in NT (1.3.2) 
是 一 个 标准 正 奖 系 ,这 里 所 谓 的 “标准 "就 是 指 每 个 元 素 的 "长度" 
《 即 自 刁 平方 的 积分 ) 都 等 于 1. 
假设 六 zx) 是 [ 一 x,x) 上 可 积 的 且 以 2x 为 周期 的 医 数 ,现在 
的 问题 是 : 
第 一 、f(x) 能 不 能 表示 成 由 (1.3.1) 或 (1.3.2) 中 的 函数 所 组 
成 的 级 数 , 册 能 否 有 


Fi) = Ao+ D>) {Ascos nz + Bsin ne), (1.3.3) 
n=1 


-一 Si i, 
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第 二 ,如果 f(x) 能 表示 成 (1.3.3) 的 形式 ,那么 如 何 实现 这 
件 事 , 即 怎样 确定 右 端 级 数 中 的 系数 ? 
在 这 一 节 内 .我们 来 回答 第 二 个 问题 .为 了 下 面 的 表达 式 统 一 


起 克 ,我 们 把 (1.3.3) 写 成 
Fr) = > (a cos nr + bsin nr) (1.3.4) 


的 形式 .假设 上 式 右 端 的 级 数 是 可 以 逐 项 积分 的 (读者 想 想 应 当 加 
上 什么 条 件 可 以 保证 这 样 懒 ) ,两边 对 xz 在 [ 一 x,x] 上 积分 并 利用 
三 角 函 数 系 的 正 交 性 可 得 


i Fridxr = apn, 
即 
人 
G0 = 上 poz)dz, {1.3.5) 


再 在 {1.3.4) 的 两 端 分 别 习 以 cos mr 及 sin mz 后 对 民 积分 并 利 
用 正 交 性 得 


于 ni 
| flr}ecos mzrdr = | cos mrdr = xa,,, 
—m -Tm 


| Flr)sin mzdz = | sin mzrdr = nb,,, 


即 
i i| flx)eos mrdr, {1.3.6) 
m= 1,2, 
一 i| Fr)sin mridr, (41.3.7) 


将 (1.3.5) 与 (1.3.6) 合 并 起 来 ,并 把 下 标 zw 仍 换 成 n, 即 得 


人 i| Flr)cos nxzdr ,nn = 好 ,了 ,之 
四 (1.3.8) 
Bi 二 | Ar)sin nrdrn = 1,2,."". 
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由 (1.3.8) 所 确定 的 系数 a, ,5b, 称 为 f(x) 的 休 里 叶 系 数 , 将 
这 些 系 数 代 入 (1.3.4) 右 端 所 得 到 三 角 级 数 


让 训 


2 
称 为 Fz) 的 傅 里 叶 级 数 , 记 作 


+ > (Can cos nr 十 bsin nx), 
n=1 


fr) SJ (ancos ne 十 ésin nr}. {1.3.9) 
nn 1 


上 面 的 椎 导 都 只 是 形式 的 , 即 假定 F(x) 可 以 表示 成 (1.3.4) 
的 形式 ,(1.3.8) 中 的 积分 都 存在 ,并 且 可 以 逐 项 积分 ,至 于 在 什么 
条 件 下 这 些 要 求 都 能 被 满足 ,将 在 下 一 小 节 内 再 说 明 ， 

例 1.3.1 设 

flx)= |z|,r€E[- n,n) 

且 Fz) 是 以 2r 为 有 周期 的 (如 图 1.3), 求 F(x) 的 体 里 叶 级 数 . 

解 ”这 个 函数 是 偶 函 数 ,而 sin nz 是 奇 函 数 , 所 以 f(z)sin nx 
是 奇 函 数 , 故 


生 x 天 
an = | 以 全 ?qz = “| 到 三 = “| 一 开 ， 
a = | |x |cos nzdz = 之 | XCos ATUx. 
Tr TJp 


利用 分 部 积分 法 可 得 
/0) 


一 开 机 x 
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i 


= 2 nn 1 i | 
0 开 提 江天 


好 ar 二 了 COS HX 
开 其 
| D， nr 二 了 到 ， 
和 nl 
于 是 
Ee ey 
f(x) ~ 7 [2 cost 2 二 


1.3.2 傅 里 叶 级 数 的 收 伍 性 


在 这 一 小 段 内 ,我们 将 回答 上 上 一 小 用 中 所 提出 的 第 一 个 问题 ， 
即 一 个 国 数 能 理 表 未 成 二 角 级 数 (1.3.4) 的 形式 ,或 者 说 一 个 函数 
Fz) 的 傅 里 叶 级 数 是 否 一 定 收 化? 如 果 收 化, 其 和 是 否 就 是 
f(x). 要 回答 这 个 问题 ,当然 对 函数 f(r) 要 加 上 一 些 条 件 , 这 样 
的 条 件 有 多 种 ,全 这 里 我 们 要 介绍 比较 一 般 的 情况 . 
如 果 给 定 在 (一 x,mx) 上 的 函数 f(z) 满足 下 面 的 条 件 ; 
(1) 在 这 个 区 间 内 或 者 连续 ,或 者 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 ; 
(2) 在 这 个 区 间 上 有 有 限 多 个 极 大 值 与 极 小 值 ， 
则 称 Frz) 在 (~ 交 ,zx) 内 满足 狐 利 克 雷 (DirichlIet) 条 件 . 
傅 里 时 级 数 收 敏 性 定理 : 若 给 定 在 区 间 ( - r,r) 内 的 函数 
产 z) 在 这 个 区 间 内 满足 狄 利克 雷 条 件 , 则 其 精 里 叶 级 数 在 [ - r， 
fj] 内 一 定 收 仇 , 且 其 和 郴 数 
1. 在 FAF(z) 的 所 有 连续 点 x ,等 于 f(x); 
2. 在 f(tz) 所 有 的 阅 断 点 x 处 ,等 于 
fix +0)+ flx = 
0 
3. 在 这 个 区 间 的 端点 , 即 x = 土 x 时 ,等 地 
0) 
5 
这 里 fx 一 们 与 f(x + 分别 表示 f(x) 在 点 x 处 的 左 极 限 种 右 
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极限 . 

除了 收 敏 性 以 外 ,还 可 以 证 明 当 | f(x)| 及 [f(zx)i1* 在 [ -x， 
rj] 上 是 可 积 时 ,其 傅 里 叶 级 数 总 是 可 以 逐 项 积分 的 ,因此 上 一 小 节 
内 求 傅 里 叶 系 数 的 运算 是 合理 的 . 


1.3.3 两 种 推广 


在 前 两 节 ,我 们 讲 了 一 个 以 2x 为 周期 的 周期 隆 数 展开 成 仿 里 
叶 级 数 的 两 个 基本 问题 .现在 来 把 这 些 结 果 作 两 种 推广 ,一 个 是 推 
广 到 以 27 为 局 期 的 情形 , 另 一 个 是 只 定义 在 [0,r] 或 [0.23 上 的 情 
形 . 

1. 有 限 区 局 上 函数 的 傅 里 时 级 数 

现在 我 们 考 谍 定义 在 [ - “上门 上 的 可 积 函 数 f(x) ,由 于 可 通 
过 -个 简单 的 自 变量 的 线性 变换 将 长 度 为 2i( 即 任意 有 限 长 度 ) 
的 区 间 变 成 长 度 为 2x 的 区 间 ,再 利用 前 面 的 结果 即 可 得 到 f(x) 
的 位 里 叶 级 数 展开 .具体 司法 是 令 


0 (1.3.10) 
则 gtz) 就 是 定义 在 [ 一 x,rn) 上 的 可 积 函 数 , 设 它 的 人 情 里 叶 级 数 是 

g(t) ~ + DS (asecos nt + busin nt), (1.3.11) 
其 中 


克 i 
所 = 二 | g{t)eos ntdt = +| flx)ecos rdz, 
Tx i a 2 
六 一 日 ,1,2……， 
1f” ee ， 王 亚 
pb, = gf)sn ntdi = | fzr)sin—rder, 
TJ 二 


n = 1,2,.". (T3012 
把 目 变 量 还 原 为 zx, 得 f(x) 的 优 里 叶 级 数 为 
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人 > (, COS 一 一 了 + bsin SA), {1.3.13) 


其 中 系数 4, ,5 由 (1.3.12) 最 右 端 的 表达 式 给 出 . 
如 果 F(z) 在 (一 2, 由 内 满足 收 证 性 定理 中 的 犹 里 克 雷 条 件 ， 
| 则 g{2) 在 (一 x,x) 内 也 满足 这 个 条 件 , 并 旦 它们 的 连续 点 和 间断 
点 都 是 通过 (I .3.10) 相 对 应 的 ,因此 有 


Ap A 
二 3 cos rt+bh | 


i { 
| f(z), 在 f 的 连续 点 ， 
+ 由 在 /的 间断 点 ， 
A ee 
| 例 1.3.2 设 f(z) 是 以 4 为 周期 的 函数 , 旦 
0， 一 2 过 之 人 0， 
fe) = 0 妇 x<2， 
将 广 展开 傅 里 时 级 数 ， 


立 2 
解 这 时 4=2,ao= 了] f(x)dr = 于 | xdz = 1 


Aan = f(z)eo0s -5 Srdx = 二 ze 至 EE ydx 


2 
二 | 大工 )Sin dg = 于 | xsin dz 


-去 [- 起 z 人， in SE | 
二 六 i a De 
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十 之， 3[(- Le 1]cos Tx + 二 (- 1)" "sin os 
1 z=+2, + 

2. 下 芝 级 数 与 余弦 级 数 

从 人 博 里 时 系数 的 表达 式 (1.3.8) 来 看 ,如 果 jz) 在 [ -rr] 
上 是 奇 隧 数 { 即 满足 f{ 一 x )= 一 f(z)), 由 于 sin nz 在 [一 ,rr] 
上 是 言 铺 数 ,cos nx 在 [ -x,x] 上 是 偶 颗 数 , 所 以 f(x)sin zzr 是 
偶 阴 数 , f(r)cos nz 是 奇 图 数 ,从 而 4a, =0 (n=0,1,2,…); 类 
伏地 ,如果 f(r) 在 [i -x,x] 上 是 偶 函 数 ( 即 f(x)= 了 (x)), 则 
pv=0 (na=1,2,…). 这 就 是 说 , 当 f(x) 是 奇 精 数 时 , 它 的 傅 里 
叶 级 数 中 只 会 有 正弦 函数 项 ; 当 了 f(x) 是 侦 明 数 时 , 它 的 傅 里 叶 级 
数 中 只 舍 有 余弦 函数 项 . 

在 数学 物理 方程 中 常常 要 把 一 个 只 定义 在 [0,xj( 或 [0,1]) 上 
的 晒 数 了 展 成 三 角 级 数 . 怎么 展开 ? 我 们 先 把 它 延 拭 到 [ ~ ,0) 
(或 [ -1,0)) 上 ,然后 再 将 延 拓 过 的 函数 下 以 27 或 21 为 周期 镍 
拓 到 整个 数 轴 上 ,利用 前 面 的 方法 求 出 下 的 傅 里 叶 展 开 , 这 个 展 
开 式 在 10,rj (或 [0 上 的 限制 就 是 了 的 三 角 级 数 展 开 . 从 理论 
上 讲 ,把 范 效 f 延 拓 到 [ - r,0)( 或 [ -7 .0)) 工 有 无 穷 多 种 方式 ， 
但 最 常用 的 是 两 种 ,一 种 是 偶 延 拭 ,一 种 是 奇 延 拓 . 所 谓 偶 延 拓 ,就 
是 在 | ~- rrj( 或 | 一 /1,1]) 上 定义 一 个 新 阴 数 F(x) 为 
wk rt 世 [0,xj( 或 x € [0,71), 
fl- x}, TEL- m0)( 或 xz €E[- 4,0)). 
所 谓 奇 延 拓 就 是 在 [ 一 ,rj( 或 [一 7,1]) 上 定义 新 消 数 F(z) 为 

F(z) = I rz E10,xj( 或 [0,7]),， 
-fl- zz), rEL- rw,0)( 或 i- 7 ,0)). 

ee 
强 级 数 ; 在 奇 延 拓 情形 , f(z ) 在 [0,x]( 或 [0,2]) 上 的 三 角 级 数 展 


Ftr} = 
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开 式 是 正 蕊 级 数 , 或 者 说 ,一 个 只 定义 在 [0,rj( 或 10.7]) 上 的 函数 
既 可 以 展 成 正 芝 级 数 ,也 可 以 展 成 余 艾 级 数 . 

例 1.3.3 将 FFx)=ces 并 在 L0,ri 上 展 成 正弦 级 数 . 

解 要 把 Fz) 在 [0,r] 上 展 成 正 嘴 级 数 ,就 意味 着 将 f 作 奇 
延 拓 ,然后 上 骨 以 2r 为 周期 延 拓 ,这 个 过 程 不 必 写 了 ,只 要 直接 计算 
系数 即 可 . 


pb, = 之 | co I * Sin Hrdx = t| [sintn + 1)r + sintn - 1) zldr 
Tn TJ 


人 | 

nx 丸 十 1 nn—E 
-| i | 
~ xln+i n-l n+] #1l 


2 0, n= 2&k-1 
=— [1 {1)*1] = 
n(n — 1) ea 2 了 本， n= 2k,k = 1,2,. 


所 以 
8 kk . _ leos x, Zz € (0,7n), 
和 2 中 一 0, r= 人 0 ,7n. 


例 1.3.4 将 f(x)=ar- Se 
解 az 一 zjdz= 写 


河 限 时. (a 一 2zjsin dz | 


让 
| 
A 
四 
要 
fu 
~ 
EE 
二 
I 
上 


+ ef 一 2 redz | 
nA 0 也 
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0， #=2%-l， 
3 
=- 和 3[(-1)"+1]= 2 
ge ~ 这 三 2， 上 = 1,2,， 
所 以 
i 
2 rE {0,al. 


1.3.4 人 情 里 叶 积 分 公式 


前 面 我 们 已 经 讨论 了 将 定义 在 有 限 区 间 上 的 路 数 展 开 成 世 角 
级 数 的 问题 ,现在 我 们 要 问 :对 于 一 个 定义 在 无 限 区 间 { -~- co, + ceo) 
上 的 函数 有 没有 类 似 的 展开 式 ? 为 了 回 管 这 个 间 题 我 们 还 是 从 有 
限 区 间 的 情形 出 发 ,再 把 区 问 ( ,+ ) 看 作 是 (7,7) 当 * 
+ co 时 的 极限 状态 . 

说 图 数 了 在 ( 一 站内 满足 前 述 的 狄 科 克 雷 条 件 ,并且 是 连续 
的 , 则 


FS + Dn nt dn ey (L314) 
= 


其 中 


.= 十 | 好 开 
了 所 zcos yidisn 一 = 0,1,2,- 

(1.3.15) 
bp, = 人 Fi)sin tdt, n= 1,2,: 


把 (1.3.15) 代 入 (1.3.14) 得 
a 二 | f(ar+ > 了 | f(s Ps Pe 


十 Sin sin 0 


上 上 
= 此 | f(a 十 和 了 | foo 2 一 1dz. 
{1.3.16) 
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如 果 了 是 定义 在 (-%, + 0) 上 的 函数 , 且 是 绝对 可 积 的 , 即 
| TCD) 1dz 收 伊 ,我 们 来 考察 (1.3.16) 的 右 端 当 4 一 + co 时 的 极 


限 . 由 于 f(x) 是 绝对 可 积 , 所 以 第 一 项 当 1->+ ww 时 趋 于 零 .为 了 研 


究 第 二 项 , 记 mm = 全 ,Am= -ti= 卫 , 故 (1.3.16) 右 端 第 二 项 
可 表 为 


上 
5 +| feyoosu, (x ~ adt 
Lu = 


= 19 | moesw(z -aa 
= :>| 用 tooswal tT ~ tdri Au,. 
由 于 当 ~ + % 时 Au 一 0, 所 以 上 式 右 端 可 着 成 是 函数 
plu) = 二 | feycosuls — tdt 
在 区 辣 [0, + co ) 上 的 积分 , 即 
Eye)eosus(z - 9 
| et costntZz 一 £)di 


A = | plaujdu. 
【1.3.17) 

这 样 一 来 ,在 (1.3.16) 中 令 [一 + 吧 得 

fr) = 二 dzj fC)eosutz df, -mir +, 


{1.3.18) 


这 个 表达 式 称 为 函数 了 的 傅 里 叶 积 分 公式 , 右 端 的 积分 称 为 傅 里 


叶 积 分 . 
(1,3,18) 也 可 以 写成 


f(r) = | [alw)eos ur t+ b(n)sin urlda, (1.3.19) 


其 中 
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alu) 


十 | pts)eos utdt, 
人 (1.3.20) 
ptlu) = 二 | fsin utdz. 


《1.3.19) 与 傅 里 叶 级 数 非常 相似 ,其 中 的 a(w),5(u) 相 当 于 根 里 
叶 系 数 . 
公式 [1.3.18) 或 (1.3.19) 的 推导 完全 是 形式 的 ,但 可 以 证 明 
下 面 的 收 人 钱 性 定理 : 
设 函 数 f(x) 在 任何 的 有 限 区 间 上 满足 犹 利 克 雷 条 件 , 且 在 
(一 co ,+eso) 上 是 绝对 下 积 的 , 则 对 所 有 的 工 ,有 
1 au] ft)eos u(x — tdi = Ht+0 fr- 0 


(1.3.21) 
从 (1.3.20) 可 以 看 出 ,车 Frz) 是 偶 隔 数 , 则 


a(lu) = | feos utdt, 


plu) = 0, 


ed A WE 
全 全 ( 工 二 0 _ 二 COS uedu| f(t)cos utdt; 


{1.3.22) 
若 ftz) 是 奇 旺 数 , 则 
atu) = 0, 


btu) = 2) Asin utdt, 


1 = 2] sin wzrdz| f(1)sin utdi. 


{1.3.23) 
车 f(t) 只 定义 在 [0,+ ec) 上 , 则 三 既 可 以 奇 延 拓 也 可 以 侦 延 折 
到 (一 co ,+ce) 上 ,相应 地 也 有 表达 式 {1.3.22) 或 (1.3.23). 
例 1.3.5 设 f(z) 为 
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| 
ap sd, 
将 这 个 菠 数 展 成 {1.3.22) 的 形式 . 


解 ” 由 于 

十 0 + 1 0 1 
| GOS urdu| Flicos utdrt = | COS uzdu]| cos urdr 
0 0 0 0 


十 mm : 
本 Sifl 让 
一 cos 和 ———du, 
0 uu 


故 
1 人 站 入- 工 所 |， 
2 | ”eeos ursil 1 
i 
0 rr>1 
1.3.5 人 情 里 叶 变 换 
前 先 ,我 们 把 情 里 叶 积 分 公式 (1.3.18) 写 成 复数 的 形式 ,利用 
欧 拉 (Euler} 公 式 
Ee cosu (rt — 1) +isinu(z — £). 


再 由 于 sin u(x 一 1) 对 ww 是 奇 晤 数 , 故 
六 (人 -roma 2 一 Dds jdz = 0, 
而 cos u(x 一 2) 是 & 的 偶 函 数 , 故 
(fe u(x - de jdu 
= 于 | dxj ro)eus zf 一 Qt， 


从 而 (1.3.21) 可 以 写成 
Ee wy 人 -El 
fF f(z -0) -去 | | fe "gs, 


{1.3.24) 
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二 


当 A(x) 是 连续 函数 时 ， a 
Ar)= 站 | eda| fC)e ds. (1.3.25) 
Flu) = | Fyewar, (1.3.26) 


则 由 (1.3.25) 得 
f(r) = | Flegu. (1.3,27) 


我 们 称 F(tw) 是 f(z) 的 健 里 叶 变 换 , 称 (1.3.26) 是 f(z} 的 依 里 
叶 变 换 式 , 记 作 

Flu) = FLlfF(x)]. 
而 (1.3.27) 表 明 ,. 可 以 通过 Fr(z) 的 傅 里 时 变换 还 原色 f(z), 即 
(1.3.26) 右 端的 运算 和 (1.3.27) 右 喘 的 运算 是 互 为 道 运算 , 故 称 
(1L.3.27) 是 ECe) 的 傅 里 叶 逆 变换 式 , 记 作 

fr)= FF(u)]. 

例 1.3.6 求 函 数 


0, 起 执 昌 ， 
f(r) = { 二 


工 六 0 
的 傅 里 叶 变 换 , 其 中 B>0 为 常数 . 
解 由 (1.3.26) 得 


F(O= | Fa)s dz=| 人 和 
一 | 人 

0 B+ iw + 于 pF + we 

利用 (1.3.27) 或 笨 里 叶 积 分 公式 (1.3.24) 还 可 以 得 到 f(x) 
的 积分 表达 式 , 事 实 上 


fx)}= 二 | Flewdu 二 二 | 2 eid 
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工人 Beos ur + usin wx, _ 了 du， 
Zn _ ~ P+u’ Pr 
所 以 
0 工 忆 昌 
11 Acos a uz, = :| 过， 二 
er, z>0. 
傅 里 呈 变 换 有 一 条 列 的 性 质 ,其 中 最 重要 的 是 其 徽 分 性 质 和 

卷 积 性 质 . 


微分 性 质 : 设 f(x) 在 ( -om,+e) 上 是 忽 对 可 积 的 连续 函 
数 ., 并 且 它 的 一 阶 导 数 也 满足 狄 利克 雷 条 件 , 则 


F[f IOz) = iuFl f(z)]. (1.3.28) 
这 个 性 质 囊 明 , 傅 里 时 变换 式 能 把 一 个 函数 求 导 数 的 运算 转化 成 
其 傅 里 吁 变换 的 乘积 运算 . 


机 证 明 (1.3.28) 是 很 容易 的 , 按 定义 
FLA (xz)]=| f(r)e dr 


+ ix| flr)e “dz 


- fe] 
= iuFl f(x))], 
这 里 利用 了 这 样 的 事实 : 当 f(xz) 在 (一 ,+ 吕 ) 上 绝对 可 积 时 ， 
有 limf(x)=0. 
推论 设 f(r) ,F(xr),…, 了 (Cr) 在 (~-%,+ oe) 上 都 满足 


犹 利克 雷 条 件 且 它们 都 是 绝对 可 积 的 , 则 
FLIF' A)] = (in) "FL F(x)]. (1.3.29) 


作为 微分 运算 的 省 运 算 , 读 者 很 容易 得 到 积分 性 质 ， 
zf Fodz]- Prr(z)] 


(这 里 需要 对 F(z) 加 一 点 条 件 ). 
除了 上 述 的 微分 性 质 以 外 ,还 有 为 一 类 微分 性 质 , 即 对 博 里 叶 


#1.3 傅 里 叶 (Fourier) 分 析 33 


变换 求 导数 ,可 以 验证 


de = FI(- ic)"f{tzr)]. (1.3.30) 
du 


卷 积 性 质 ; 设 六 (z), 户 (z) 都 在 (- 吕 , + 吕 ) 上 纺 对 可 积 并 满 
足 儿 利克 希 条 件 , 旦 FLAtz)]= Fa ,FELPOz)]= FF(w), 则 
开 [ 六 (rr)# 万 (= 下 FE)， (1.3.31) 
其 中 
oS AA _ ydy (1.3.32) 


称 为 f 与 记 的 卷 积 .(1.3.31) 说 明 两 个 阻 数 经 过 着 积 运 算 所 得 
到 的 新 函数 的 傅 里 叶 变 换 等 于 原来 两 个 了 数 的 傅 里 叶 变 换 的 乘 
积 . 要 证 明 (1.3.31)? 只 要 由 情 里 叶 变 换 的 定 光 即 可 ,事实 上 


FLAi(z)x P(zj]= | [Atz)x flr)]e dr 
-| [| ff - wdy lewdz 
汪 [| fe f(r- ye vr Wdydr 


= | fy)e dy| fr{x— ye lr Wdr 


= Fi(u)F,(u). 
公式 (1.3.31) 大 多 数 情况 下 是 反 过 来 用 , 即 
FEFI(u)Fs nu)] = f(r)* f(x). (1.3.33) 

这 就 是 说 ,如 果 我 们 已 经 知道 了 Fi(u),Fi(a) 的 储 里 叶 道 变换 分 
别 为 广 (z), 户 (z) ,出 它们 的 乘积 Fi(w) Fi(w) 的 傅 里 叶 道 变换 
就 是 卢 与 f; 的 卷 积 . 

前 和 面 所 讲 的 是 一 元 函数 的 情 里 叶 变 换 或 称 为 一 维 的 体 虫 叶 变 
换 , 对 于 多 维 的 情况 可 以 完全 类 和 极地 讨论 . 设 z=(ziyzray yzn) 
ER", f(r) 是 R" 上 绝对 可 积 的 孙 数 , 则 f(x) 的 傅 里 叶 变 换 为 
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一 一 ,一 -一 :一 一 


F({é) = | flr)e dz, {1.3.34) 


其 中 E=(E ,EER"’, 大 "让 二 Dx 
FS5) 的 傅 里 呈 逆 变换 为 


| jr 
a pe Bk dé. (1.3.35) 


一 维 健 里 叶 变 换 的 所 有 性 质 对 多 维 情形 都 成 立 . 


$1.4 解析 洋 数 的 极点 及 其 留 数 


在 利用 积分 变换 法 求解 定 解 问 题 时 ,需要 求 已 知 冰 数 的 道 变 
换 ,在 拉 次 拉 斯 变换 的 情形 就 会 遇 到 计算 具有 孤立 奇 点 揭 解 析 函 
数 的 围 道 积分 ,这 时 可 以 用 复 变 函数 理论 中 的 留 数 定理 来 解决 . 


1.4.1 解析 孙 数 的 极点 


记 z=z+ yi 为 复 的 自 变量 ,6G 是 z 平面 上 的 一 个 区 域 ,如 果 
单 值 晃 数 多 = 所 z) 在 G 内 每 一 点 都 是 可 导 的 , 则 称 它 在 G 内 是 
解析 的 .需要 特别 注意 的 是 , 称 一 个 是 数 在 一 点 上 是 解析 的 是 指 它 
在 这 个 后 的 某 个 邻 域 内 是 解析 的 , 措 名 话说 ,只 要 有 一 个 以 点 a 
为 图 心 , 以 一 个 充分 小 的 数 为 半径 的 图 存在 ,使 得 f(z) 在 这 个 加 
内 是 解析 随 数 时 , f(z) 就 称 为 在 点 a 上 是 解析 的 .以 后 把 这 种 点 
称 为 FLz) 的 正则 点 ,将 函数 f(z) 的 任 一 非 正 则 点 称 为 它 的 奇异 


点 ,或 简称 奇 点 .例如 ,函数 -对 所 有 z 了 1 的 点 < 都 是 解析 的 ， 
只 有 z=1 是 它 的 奇 点 . 

如 果 函 数 f(z) 在 a 点 是 解析 的 , 则 这 个 函数 在 点 a 的 某 个 
邻 域内 (例如 是 以 a 为 贺 心 以 茶 一 正 数 6 为 半径 的 珊 民 内 ) 就 可 
以 展开 成 关于 z- a 的 震级 数 
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f(z) = HC, (xz — a)’, (1.4.1) 
其 中 
入 a = 二 0,1,2,…, 忆 是 玉 的 边界 . 


2niic (FE — a)” 
(1.4.2) 
现在 我 们 感 兴趣 的 问题 是 :如 果 a 点 是 f(z) 的 奇 点 ,并 且 是 
一 个 儿 立 的 育 点 , 即 在 a 的 某 个 邻 域 并 内 除 a 以 外 ,六 =) 都 是 解 
析 的 ,这 时 f(z) 在 KK 内 能 不 能 展开 成 级 数 ? 
利用 柯 西 积分 公式 ,可 以 证 明 这 时 f(z) 在 下 内 可 以 展开 成 
如 下 形式 的 级 数 


f(z)} = DC(z-a)"+ OC, (za (1.4.3) 
或 
f(z) = Det-e), (1.4.4) 


并 且 除 了 ==a 外 ， 这 个 级 数 在 K 内 每 点 都 收 往 .级 数 (1.4.3) 或 
(1.4.4) 称 为 f(z) 的 滞 朗 (Laurent) 级 数 ,级 数 (1.4.3) 中 的 第 一 


部 分 >(z - a)" 称 为 治 朗 级 数 的 正则 部 分 ,第 二 部 分 2 C_,(z 
- a)“" 称 为 滩 朗 级 数 的 主要 部 分 .显然 ,正则 部 分 在 整个 及 内 是 
.解析 的 .主要 部 分 在 KK 内 除 a 点 以 外 是 解析 的 . 
PE 

例 1.4.1 将 函数 f(z)= i -在 =1 的 邻 域内 
展开 成 级 数 . 

解 z=1 是 jz) 的 一 个 孤立 的 奇 点 ,为 了 进行 展开 ,我 们 将 
f(z) 写 成 


f(z) = 人 和 


Zi) 


re "不 需要 再 展开 了 ,所 以 只 ! 要 将 一 5 展开 成 级 数 . 
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显然 在 |z -1|<1 内 它 是 解析 的 , 故 能 展 成 z -1 的 咽 级 数 , 即 


RE OE ES 
z—-2 {2-1)-1 1—-{z—1) 


= 一 了 
于 是 
flz)=- (2-1 1 >(z 一 1 


<- Oz-1)", 0O<lxz-1l<1. 
加 二 一 | 


例 1.4.2 将 f(z)=e: 在 z=0 的 邻 域 展 成 级 数 . 
解 ” 利 用 ez 的 泰勒 {Taylor) 级 数 展开 式 


生 1 1 
7 三] 二 十 二 十 十 一 十 
21 nt! 


可 得 


| 


根据 单 值 函 数 F(z) 在 孤立 奇 点 的 邻 域内 的 党 朗 展 开 式 可 把 
孤立 奇 点 加 以 分 类 ,其 中 最 常见 的 一 类 就 是 极点 .如 果 展 开 式 
{1.4.3) 或 (1.4.4) 中 只 含有 有 限 个 >-a 的 负 和 项, 则 称 e 为 


天 二 的 一 个 极点 .例如 ,<=1 就 是 函数 于- 一 六 -一方 的 一 个 极点 


极点 又 可 以 分 为 两 类 ,如 果 在 a 点 的 某 个 邻 域 内 , f(z) 的 党 
朗 展 开 式 的 主要 部 分 只 包 会 x 一 a 的 代 一 次 方 这 一 项 , 即 
! 


人 
和 er 


(1.4.5) 


出 
过 
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则 称 点 a 为 f(z) 的 简单 极点 . 例如 ,= = 1 就 是 [一 ] 六 -一 的 


一 个 简单 极点 . 

如 果 在 点 a 的 某 个 邻 域内 , F(x) 的 党 朗 展 开 式 为 
fir) =Co+ Ct — a+ + Cz— a)”+ 
i C0 a 
TT (z -a)’ (z— a)" 
别称 & 为 f(z) 的 nn 阶 极点 ， 例如 ,< =1 是 琢 数 到 7 一 的 

1)*(z ~2) 

二 和 阶 极 点 . 

1.4.2 极点 的 留 数 及 其 计算 


假设 点 a 是 所 xz) 的 一 个 孤立 奇 点 ,并 且 闲 曲线 C 完全 位 于 a 
的 某 一 邻 域内 ,这 个 邻 域 记 成 0<|x 一 a|<<r, 函 数 f(z) 在 此 入 


+… (1.4.6) 


十 


域内 可 展开 为 族 期 级 数 ， 
fis) =Cot+ Cz -a+ +C (za)"+ 
C_， 区 


{1.4.7) 


之 (2 a a) 
并 旦 这 个 展开 式 在 上 述 邻 域内 是 一 致 收 伍 的 , 没 C 逐 项 积分 这 个 
级 数 ,利用 柯 西 定理 本 得 


| redz = C1 2xi (1.4.8) 
‘这 里 利用 了 从 柯 西 定理 所 得 的 结论 :对 任意 整数 mm ， 
| (zz — a}”dz = Ue 0 
C 2ri, mm 一 一】 


我 们 称 元 ; | f(x)dz 为 函数 /(=) 关 于 奇 点 a 的 留 数 , 记 作 Res 
[FPCz)j 或 Resf f(z),aj]. 由 (1.4.8) 可 知 

Res[ f{z),a] = Ci. (1.4.9) 
这 就 是 说 ,f(z) 在 育 点 a 外 的 留 数 就 等 于 f(z) 的 a 点 邻 域内 洛 
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最 展开 式 (1.4.7) 中 的 ( - 1 次 项 的 系数 . 
利用 柯 西 定 理 可 以 证 明 留 数 的 基本 定理 : 设 画 数 f(z) 队 有 有 
限 个 奇 点 公信 23 "4 从 外 ,在 区 域 G 的 每 一 点 都 是 解析 的 , 卫 是 


避 内 任意 一 条 内 部 包含 点 el ,a;,… ,a, 的 查 段 光滑 的 闭 曲 线 , 刚 


| ra)az = 2rrl 3 《1.4.10) 


这 个 定理 表明 ,为 了 计算 积分 | 7(z)dz ,只 要 把 /(<) 在 荆 内 各 


个 奇 点 处 的 留 数 计 算出 来 ,并 相 则 后 青 飞 以 2xi. 那 么 如 何 计算 留 
数 呢 ? 从 (1.4.9) 来 看 ,就 是 要 计算 次 朗 展 着 式 中 的 系数 CC ,有 
淮 有 一 种 不 需要 利用 洗 朗 展开 式 的 更 简单 的 计算 留 数 的 方法 呢 ? 
当 a 点 是 极点 的 情形 ,这 种 方法 是 不 难 找到 的 . 

当 点 a 是 f(z) 的 简单 极点 时 , fx) 的 洛 朗 展开 式 为 
(1.4.5), 用 (z 一 a) 乘 (1.4.5) 的 两 端 得 
(w(t, 

(1.4.11) 

这 时 王 式 右 端 是 一 个 普通 的 医 级 数 ,其 和 在 a 点 是 连续 的 . 在 
(1.4.11) 中 令 > 一 a 得 

Os = lim(z - a) f(z). (1.4.12) 
这 就 是 计算 简单 极点 处 留 数 的 公式 .作为 特例 , 设 
plz) 
plz) 
其 中 oz) 本 yy (zz) 在 点 a 处 都 是 解析 的 ,而 且 gla} 了 0,#(a)= 
0,J (aj) 关 0, 这 时 点 a 是 fz) 的 一 个 简单 极点 ,利用 (1.4.12) 得 
plz) 1 plz) 2 
Hz) a f(z) wa) pw Ca) 


芝 


flz) = 


C1 lim(z ~- 0) 


(1.4,13) 
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例如 ,对 函数 而 言 ,a = (2x + 1) 于 是 它 的 简单 极点 ， 由 


COS 之 


{1 .4.13) 得 


Res| 二,(22 + 了) 至 |= -一 一 一 一 = (07 
sin(2n + D7 
如 果 点 a 是 f(z) 的 nn 阶 极 点 ,这 时 有 洛 朗 展开 式 (1.4.65)， 
用 (z 一 a)" 乘 (1.4.6) 的 两 端 得 
(za)flz) =C ,+C au(z -a)+ + Ci(z— a)"! 
+ Colxz— a)” + + Cl(lz— aa) tt 
(1.4.14) 
在 {1.4.14) 两 端 微 分 xn ~ 1 次 得 


"Fz)] = nl)C + alGCo(zr 一 Ch) Te， 


C-1= i > ee (1.4.15) 
这 就 是 计算 f(x) 在 Di 
例 1.4.3 求 f(z)= 在 x=1 处 的 留 数 . 
解 ” 由 (1.4.15) 得 


pr rE 


S52%—2 i Ee 
Res| <— 和 = 各 二 | 1) | 
| d {5z—2 2 
-im 了 | Se j= 各 三 =2 


利用 留 数 基 本 定理 可 以 计算 复 变 函数 沿 闭 曲 线 的 积分 . 
例 1.4.4 计算 积分 


1= | 0 |pl<!1 
gl1—2pco58+ p:" 0 . 


解 ” 这 里 的 被 积 函 数 并 不 是 复 变 量 的 晴 数 ,但 可 以 通过 引信 
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变量 = = 所 变 成 复 函 数 ,事实 上 ,由 于 
oc05 9 = 三世 2 ，dg = 旦 ， 
则 得 
| dg = +| dz 
o 1~2pcos 0G+p: ili|=1 (2 Pll pz) 
在 单位 加 |<|<1 内 ,被 积 函数 只 有 一 个 简单 极点 z= p, 且 
1 1 1 
Res| 7 — p)}{1 — ps hn pa 
所 以 由 留 数 基本 定理 得 


由 
{= 了 2 三 本 


$1.5 控 普 报 斯 (Laplace) 变 换 


在 本 章 第 三 节 内 ,我 们 讲 了 传 里 叶 变 换 , 对 一 个 函数 进行 情 里 
叶 变 换 运 算 时 要 求 这 个 条 数 在 整个 数 轴 (或 整个 空间 R") 上 有 定 
义 ,但 在 实际 应 用 中 所 遇 到 的 函数 往往 并 不 满足 这 个 要 求 , 而 只 是 
在 [0, + %) 上 有 定义 ,这 时 对 这 个 孙 数 只 能 作 另 一 种 积分 变换 , 即 
这 一 节 要 讲 的 拉 普 拉 斯 变换 . 


1.5.1 拉 普 拉 斯 变换 的 概念 及 基本 性 质 
设 亚 数 f(z) 在 [0, + 吕 ) 内 有 害 疼 , 且 积 分 
| fe Yd 


在 户 的 某 个 区 域内 收 敏 ,其 中 p 是 复 参 数 , 则 这 个 积分 在 上 述 区 
域内 就 确定 了 一 个 p 的 函数 , 记 作 F(tp), 即 


六 的 亲 入 fo fe ra, (1.5.1) 
我 们 称 由 此 所 确定 的 F(p) 为 f(z) 的 拉 普 控 斯 变换 , 记 成 
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Flp) = 工 LA 
车 (上 疡 ) 是 Fi) 的 拉 普 近 斯 变换 , 刚 Fi) 称 为 下 (pp) 的 拉 普 
拉 斯 道 变换 , 记 作 
FO LP): 
例 1.5.1 求 单位 阶 路 锰 数 
0, <, 
RE 区 :> 人 0 
的 拉 普 拉 斯 变换 . 
解 ” 由 (1.$.1) 得 
ny -me | 
LEautz)] > ulrye "dr | e Pdz, 


右 端 这 个 积分 在 Re(p)>0 内 收敛 , 且 


个 内 冉 加 
故 
ce pa Re(p) > 0. (1.5.2) 
例 1.5.2 求 指 数 函 数 f(t)=e* 的 拉 普 拉 斯 变换 ,其 中 点 为 
实数 . 
解 ” 由 (1.5,1) 得 


十 号 过 
下 地 一 一 ( 户 - 
je = | ee | 人 


中 


在 Re(z) > 六 内 ,上 式 右 端 的 积分 收 敏 , 且 


Tm pj 1 
el nt 
| 太一 走 
故 


Lle*] = i Re(p) > 上. (1.5.3) 


一 全 函数 在 什么 条 件 下 就 能 保证 它 的 拉 普 拉 斯 变换 一 定 存在 
呢 ? 我 们 有 下 面 的 结论 : 
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若 f() 在 [0,+ ce) 内 的 任 一 有 限 区 间 内 是 分 段 连续 的 , 且 存 
| 在 常数 M >0,c 实 0 使 得 
| At SE Me, OA+t<+% 
( 即 当 :一 +o 时 ,这 个 函数 的 增长 是 指数 组 的 ), 则 在 半 平 面 
Re{ p)>c 内 , f(t) 的 拉 普 拉 斯 变换 F(p) 一 定 存 在 , 且 F(p) 还 是 
疡 的 解析 了 肾 数 . 
这 个 结论 的 证 明 就 略 去 了 ,下 面 再 举 几 个 例子 . 
例 1.5.3 求 f(1)= sin kt 的 拉 普 拉 斯 变换 ,其 中 上 为 实数 . 
| 解 ” 由 (1.5.1) 得 


+ 
工 [sin kr | =| sin krie Tidr 
0 


ee 站 十 吗 


人 psin kt — kcos kt) 


| 。 
= (Re(p) > 0). 
《1.5S.4)》 
同 理 可 得 
Ty es (Re(p) > 0). CL 


例 1.5.4 求 L[2”], 其 中 xm>> 一 1 为 常数 . 
解 ” 先 看 着 为 正 整数 的 情况 ,例如 当 mx =1 时， 


中 局 2 区 1 -ju 十 Do 1 | er 四 
工 -| te dt = 一 一 + 了 | 产品 
[a] 0 pe™ 0 pun 


= 广 ， Re{tp) > 0. 
当 yx=2 时 , L[ 7*1 到 | z2e ”de -一 二 | 2de 天 
0 户 J0 
pu 4 立 
= 2 te dt = 3 Re{p} >0, 


p 
类 似 地 ， 
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L [za] = i Re(p) > 0， (1.5.6) 


若 产 为 大 于 -1 的 实数 , 则 需要 利用 复 变 晒 数 的 一 些 知识 才 
能 计算 L[z"], 其 结果 为 
A Retz) > 0， (1.5.7) 
其 中 Tts) 是 TT 东 数 , 见 教材 中 的 附录 A. 
1.5.2 拉 普 拉 斯 变换 的 微分 性 质 与 积分 性 质 


拉 普 拉 斯 变换 具有 一 系列 的 性 质 , 在 这 里 我 们 只 复习 它 的 微 
分 性 质 与 积分 性 质 . 
一 、 微 分 性 质 
设 ft) 及 f(t) 都 存在 拉 普 拉 斯 变换 , 且 LL fF(1)]= F(p)， 
则 
L[F (2)] = pFtp) — (0). (1.5.8) 
要 证 明 这 个 结果 很 容易 ,由 {1.5.1) 得 


EA =| fe = fye*| + p| re md 
0 


=— fF(0) + pF{(p), Re(p) >U. 
这 个 性 质 表 明 ,函数 的 微分 运算 对 应 于 其 拉 普 拉 斯 变换 的 代数 运 
算 , 正 因为 如 此 ,通过 对 常 微分 方程 取 拉 普 拉 斯 变换 可 以 将 微分 方 
程 化 成 代数 方程 . 
更 一 般 的 微分 性 质 是 : 
若 了 (2), 了 六 (1),…, f(t) 都 存在 拉 普 拉 斯 变换 , 且 
L [FAA]=F(p), 则 当 Relp)>0 时 ， 
LF = pp Sp OD pf (Os 0. 
(1.5.9) 
特别 是 ,车 f(0)= 了 (0)=…= 了 "D000)=0, 则 
L[F M2)] = pF(p). (1.5.10) 
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例 1.5.5 求 工 Leos kt] ,此 为 一 实数 . 
解 记 Ft)=o0s 起 , 则 六 (1) = 一 ksin BF (1) = — kicos kl, 
故 f(0)=1,f (0)=0. 由 (1.5.9) 得 
L[— Ricos kt] = L[F(2)] = p Licos kt] ~ 
即 
(p* 十 下 2 ) 工 [cos kt] = p. 
由 此 得 


Lleos kr| = 二 Re(p} > 0. 


kk? 
和 人 情 里 叶 变换 一 样 , 拉 普 拉 斯 变换 的 微分 性 质 还 有 另外 一 种 
形式 , 即 对 F(p) 关 于 p 求 微 分 ,可 验证 
FV(p) = LC- 2)"F()], Re(p) >0. (1.5.11) 
例 1.5.6 求 工 [tsin kt], 鞭 中 上 为 实数 . 
解 ” 由 (1.5.11) 得 


， _ dd,r. ee 2 下 
Llisin kt | = gprsin kt ] 一 dp (3 > (p> + E22 
其 中 Rel p)>0. 
二 , 积分 性 质 


没 (2) 与 | /Cr)dr 都 存在 拉 普 拉 斯 变换 , 且 L[ 了 (1)] = 
F(p), 则 
S 1 
[| fear]= deep). (1.5.12) 
为 证 明 这 个 等 式 ,只 要 令 
AD) = | f(r)dr, 
则 (0)=0,h'(2)= 所 2). 由 (1.5.8) 得 
LIFC()] = LLh'(t)] = pL|| Koadr] 
这 就 是 (1.5.12)， 


§1.5 拉 普 拉 斯 {Laplace) 变 换 条 


与 {1.5.12) 相 对 应 的 是 如 下 的 结论 : 
ile)]= | Lt) Yap. (1.5.13) 


《1.5.12) 与 (1.5,13) 都 表明 ,在 原来 的 函数 ( 亦 称 象 原 函数 ) 
与 其 拉 普 拉 斯 变换 { 亦 称 象 函数 ) 之 间 , 有 一 个 进行 积分 运算 对 应 
于 男 一 个 进行 代数 运算 (除法 ) 的 关系 ， 


例 1.5.7 RE 
解 ” 由 (1.5.13) 得 
| Be | risn elap = [3]ap 


1.5.3 拉 普 拉 斯 变换 的 反 演 


现在 来 讲 如 何 由 一 个 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 求 出 这 个 函数 , 即 
拉 普 拉 斯 变换 的 反 演 问 题 .下 面 讲 两 个 方法 ,一 个 方法 是 反 演 公式 
及 由 它 所 得 的 结论 ; 另 一 个 方法 是 利用 卷 积 性 质 . 

一 、 反 演 公式 

车 已 知 f(2) 的 拉 普 拉 斯 变换 为 F(p), 即 已 知 工 [ (2)1]= 
F(P), 则 


A Es F(p)erdp, 1 >0, (1.5.14) 


这 里 的 8 ON 
p 沿 着 直线 Re( pp) = 日 积分 ,(1.5.14) 表 明 这 个 积分 值 不 依赖 于 
8, 在 计算 这 个 积分 时 适当 选 p 使 得 F{#5) 的 所 有 奇 点 均 落 在 直线 
Ret pp)=B 的 左 侧 , 即 在 Re(p)<8 内 .我 们 称 (1.5.14) 为 拉 普 拉 
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斯 变换 的 反 演 公式， 

利用 $1.4 中 的 留 数 基 本 定理 ,只 要 对 F(tp) 加 上 适当 的 条 位 
就 可 得 到 如 下 结论 : 

若 pi1, pz,"… ,ps 是 六 (pp) 的 所 有 奇 点 ,并 且 当 p 一 吕 时 ， 
开户 ) 一 9, 则 


CE | Fl(p)e"dp = = > Res[ Fp)e™]. 
{1.5.15) 


作为 一 个 特例 , 如果 F(p)= 其 中 A(p),B(p) 都 是 
p 的 多 项 式 ,并 且 它 们 是 不 可 约 的 , A(p) 的 次 数 小 于 B(p) 的 次 
数 , 这 时 F(p) 只 有 有 限 个 极点 ( 即 Bp) 的 零点 ) ,月 当 p 一 oo 时 ， 
F(p) >0. 这 时 可 以 利用 极点 留 数 的 计算 方法 求 出 (1.5.15) 右 端 


各 极点 处 的 留 数 , 从 而 可 求 出 下 面 通 过 例题 来 说 明 : 

例 1.5.8 求 F(p)= 本 二 的 着 拉 普 拉 斯 变换 

解 由 下 (zz) 的 表达 式 可 知 p=0 是 玉 (p) 的 一 阶 ( 简 单 ) 极 
点 ,二 1 是 F(zp) 的 二 阶 极点 .由 (1.4,12) 及 (1.4.15) 可 得 


3 
Rey| pp Te | a 

RE 0 
Res| ss Te 人民 i 脖 te —e =et{ti—1). 
由 (1.5.15) 得 


了 ]= 1+e(-D, >0 


A 
(3 — 1)? 
二 、 卷 积 及 其 应 用 

由 (1.3.32) 知 ,两 个 咀 数 六 (与 fp2(1) 的 着 积 为 


F(t) * f(t) = | _ Af — r)dr, 
如 果 当 0 时 ,六 (三 六 (0)=0, 则 上 式 可 表示 为 
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万 (ti 关 大 (二 [Anne -rjdr. {1.5.16) 


这 就 是 说 ,只 要 两 个 函数 在 1 之 0 时 都 恒 等 于 零 , 则 它们 的 卷 积 就 
不 需要 由 (1.3.32) 来 计算 ,而 由 (1.5.16) 来 计算 .如 果 两 个 函数 不 
满足 上 述 条 件 ,我 们 就 用 {1.5.16) 来 定义 它们 的 卷 积 . 

现在 我 们 来 计算 卷 积 的 拉 首 拉 斯 变换 .假设 f1 (i) 与 f,(1) 都 
存在 拉 普 拉 斯 变换 , 自 LAC2)]=Fi(p),L[f(t)]= Fi(p)，, 
要 计算 LE A(z) * 所 (t)1, 按 定义 


LAO fl =| Lt) fl i) Je dt 


-| [A rdr Je rqe, 


交换 右 端 积分 的 顺序 ( 当 f.,f; 满足 一 定 条 件 , 特 别 是 满足 在 
1.5.1 小 节 内 所 述 的 指数 级 增长 的 条 件 时 ,在 p 的 荣 个 区 域内 一 
定 可 以 这 样 做 ) ,得 


Ll f(t) * 户 (人 = pol al 一 re “dt |dr 
= AD fe "dgsdr 


=| (Deedr ， {fs)e lg 
夏 0 


= Fi(p)F(p). CS 
这 个 式 于 说 明 ,两 个 郴 数 卷 积 的 拉 普 拉 斯 变换 就 等 于 原来 两 个 末 
数 的 科普 拉 斯 变换 的 乘积 ,这 一 点 与 傅 里 叶 变换 是 一 样 的 .利用 这 
个 性 质 吕 以 计算 一 个 函数 的 拉 普 拉 斯 道 变 换 . 


1 
例 1.5.9 求 L er 
解 记 


1 1 
Fi(p) 一 p7? Fa(p) 三 p+1" 
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则 由 例 1.5.3 和 出 1.5.4 得 
1 
L iF{p}] = 1, | | sin £， 
再 由 (1.5.16) 得 


En |=e*sine = | rsin Cs - zadr 
如 


1 
pl(p*+1) 


= reos (tt—r) 


-| cos (1 ~ rdr 
0 0 


tC— snt. 


第 二 对 


万 法 与 避 题 后 点 评 和 县 终 


在 这 一 章 内 ,我 们 将 对 由 我 编写 的 4 数学 物理 方程 与 特殊 函 
数 { 第 三 版 ) 中 的 方法 及 习题 进行 简要 的 点 评 和 释疑 ,其 中 也 包括 
解 感 的 一 些 主要 步骤 ,我 们 之 所 以 不 给 出 习题 的 详解 ,就 是 希 鹿 读 
者 自己 独立 地 完成 解 题 的 全 过 程 ,不 要 依靠 解答 .对 于 每 个 题目 的 
特点 及 注意 事项 等 ,我 们 在 这 里 都 尽 可 能 地 作出 说 明 ， 

这 一 章 崔 和 窜 安排 的 顺序 和 教材 完全 -- 致 , 即 这 里 每 节 的 编号 
就 是 教材 相应 章 的 编导 . 


$2.1 一 些 典型 方程 和 定 解 条 件 的 推导 


2.1.1 内 容 的 评述 


教材 第 一 童 是 讲 数 学 物理 方程 的 研究 对 象 一 一 定 解 问 题 .一 
个 定 解 问题 是 由 偏 微分 方程 种 相应 的 定 解 条 件 组 成 ,所 以 教材 的 
第 一 节 就 从 力学 、 电 学 及 传 热学 出 发 讲 了 4 个 例子 ,最 后 归结 为 三 
种 类 型 的 方程 ;波动 方程 .热传导 方程 及 拉 普 拉 斯 方程 . 若 以 二 维 
情况 为 例 , 它 们 分 别 是 


2 四 2 
3 党 = o2| 5 党 + 3 ( 措 述 不 受 外 力 的 注 膜 的 振动 )， (2.1.1) 
J 

2 了 
Bu _ | (2.1.2) 
六 Fu a (2.1.3) 


这 三 个 方程 形式 上 有 很 大 的 差别 , (2.1.3) 中 不 依赖 于 时 间 :, 即 
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描述 平衡 { 稳 ) 状 态 ;{2.1.2) 中 x& 对 1 只 有 一 阶 导 数 , 而 对 xx,y 则 
有 二 阶 导 数 ;(2.1.1) 中 w 对 三 个 自 变 量 : ,xz,y 都 是 求 二 阶 导 数 ， 
但 其 中 两 项 为 同 号 , 另 一 项 为 异 号 .如 果 从 教材 第 二 章 第 一 节 的 
“ 注 ”" 中 讲 的 特征 方程 的 角度 来 看 ,对 方程 (2.1.1), 过 空间 (x ,yy， 
2 内 和 任 一 点 (xo ,yo;t0) 可 作 一 个 特征 锥 面 
(ro) Tt (ye mm 
对 方程 (2.1.2) 而 言 ,特征 曲面 是 平面 
上 = 常数 ， 

而 方程 (2.,1.3) 没 有 实 的 特征 曲面 . 

除了 方程 以 外 ,我 们 还 从 具体 问题 出 发 归纳 出 三 种 类 型 的 过 
界 条 件 ,这 三 种 边界 条 件 也 可 以 用 一 个 式 子 来 表达 , 即 


[3 | 受 刘 (2.1.4) 


其 中 3S 是 区 域 的 边界 ,m 是 S 的 外 法 向 单位 矢量 ,a 、8、f 是 定义 
三 S 上 的 已 知 函 数 ,并 且 a + 有 关 0. 若 wa=0, 这 时 8 了 0,(2.1.4) 
是 第 一 类 边界 条 件 ; 若 8 圭 0, 则 a 关 0, 这 时 (2.1.4) 是 第 二 类 边界 
条 件 ; 若 a 关 0,8 关 0, 这 时 (2.1.4) 是 第 三 类 边界 条 件 . 如 果 
(2.1.4) 的 右 端 函数 ( 它 不 依赖 于 未 知 画 数 xz) 恒 等 于 零 ,这 样 的 边 
界 条 件 称 为 是 齐 次 的 ， 

证 解 条 件 中 除了 边界 条 件 外 ,对 于 发 展 方程 还 应 有 初始 条 件 ， 
所 谓 发 展 方程 就 是 以 时 间 + 作为 一 个 自 变 量 的 方程 ,例如 (2.1.1) 
与 (2.1.2). 对 于 波动 方程 (2.1.1) 来 说 ,其 初始 条 件 有 两 个 ,一 个 


是 初 位 移 , 一 个 是 初速 度 , 即 41,-o 及 守 | .都 是 已 知 的 ;对 于 热 


传导 方程 (2.1.2), 具 有 一 个 初始 条 件 , 即 初始 温度 是 已 知 的 . 阁 撤 
开 物理 意义 , 仪 从 方程 的 形式 来 看 , (2.1.1) 中 含有 w 对 :的 二 阶 
导数 ,其 初始 条 件 包 含有 # 及 aw 对 4 的 - 阶 导数 ,而 方程 (2.1.2) 
中 只 含有 xz 对 上 的 一 阶 导数 ,其 初始 条 件 就 只 能 有 z 对 + 上 的 零 阶 
异 数 ( 即 郴 数 x 自己 ). 


$2.1 一 些 典 型 方程 和 定 解 条 件 的 推导 ”51 


如 果 一 个 定 解 问题 有 且 仪 有 一 个 稳定 的 解 , 则 这 个 定 解 间 题 
称 为 是 适 定 的 ,数学 物理 方程 ?或 者 《 贪 答 分 方程 ?就 是 醋 究 定 解 
间 题 的 亿 定 性 , 即 首先 要 证 明 这 个 定 解 问题 有 和 解 , 即 使 有 解 , 也 不 
一 定 能 够 找 出 这 个 解 的 表达 式 , 若 能 够 找 出 解 的 表达 式 并 有 旦 能 说 
明 它 是 解 , 那 就 证 明了 定 解 问题 有 和 解 , 在 我 们 编 的 教材 里 ,只 把 重 
点 放 在 设法 将 解 的 表达 式 找 出 来 .其 次 ,要 说 明 解 只 有 一 个 , 妈 证 
明 解 的 惟一 性 .怎样 证 明 解 是 惟一 的 呢 ” 就 是 村 证 明定 解 向 题 的 
任意 两 个 解 都 是 乔 等 的 .对 于 线性 的 定 解 问题 来 说 ,惟一 性 就 等 价 
于 齐 次 问题 {( 齐 次 方程 . 齐 次 定 解 条 件 ) 只 有 零 解 {或 称 平 几 解 ). 下 
面 举 例 说 明 , 例 如 考查 波动 方程 初 边 值 问题 

2 2 2 

5 | 二 | Fryt), (zy) EE Nt>0, 
uli-0 = ptr,y), 


9 (wp) ED, 
于 a g(x,Y), 3 
[| ,= wr, yt), (rz,y) EE aN,t>0 


解 的 惟一 性 . 设 n(x,y,1) 与 u(x,y,1) 是 上 述 问 题 任 意 两 个 
解 , 则 wx. ,wx 都 满足 方程 与 定 解 条 件 , 即 


pi pi 
3 =( 0 0 Fryt), (ry EN,t > 0, 
ui ly EE (x,y), 
du, (X,Y) EE 22， 
EA 0 Hy), 
> 
(s + ph | 5 = wr yt), (x,y) 30 ,+ > 0,1 = 1,2. 


将 i =1 的 方程 与 i=2 的 相应 方程 相 减 ,并 令 x = wi -wz2, 则 得 
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2 -32 (ry) EEN,rt>0, 

re [eh 二 os = 0, (了 yy】} En, 

(r+)|, = 0 :>0. 
这 是 一 个 齐 雇 定 解 问题 ,要 证 明 | 三 ww ,等 价 于 证 明 这 个 齐 次 问 
题 上 只 有 解 # 三 0， 


第 三 ,要 说 明 解 是 稳定 的 , 即 在 某 种 意义 下 解 连续 地 依赖 于 定 
解 条 件 及 方程 中 的 自由 项 .关于 解 的 惟一 性 与 稳定 性 问题 我 们 在 
教材 第 七 章 内 有 所 涉及 . 

需 凤 指出 的 是 ,由 实际 问题 所 归结 出 米 的 定 解 问题 林 必 都 是 
适 定 的 ,例如 由 生物 探伤 .地 质 勘探 等 学 科 中 所 出 现 的 定 解 问 题 就 
是 不 适 定 的 .因此 ,研究 不 适 定 的 定 解 问题 也 有 现实 的 重要 意义 ， 
不 过 这 些 内 容 一 般 不 放 在 《数学 物理 方程 3 或 4 偏 微 分 方程 3 的 书 
内 , 另 有 专门 的 善 作 来 研究 ,我们 所 编 的 教材 内 的 定 解 问题 都 是 适 
定 的 . 

要 把 一 个 实际 问题 归结 成 一 个 定 解 问题 ,一 般 说 来 是 比较 困 
难 的 ,这 就 是 数学 的 抽象 过程 ,也 可 以 说 是 建立 数学 模型 .这 个 工 
作 之 所 以 困难 在 于 需要 用 到 一 些 其 他 学 科 的 知识 ,如 力学 ,物理 
学 .电学 、 流 体力 学、 传 热学 等 .例如 ,在 建立 弦 振 动 方程 (包括 膜 振 
动 , 体 振动 ) 时 就 用 到 了 牛顿 第 二 定律 (或 动量 原理 ), 在 建立 热 传 
导 方 程 时 就 用 到 了 热量 守恒 原理 及 健 里 叶 关 于 传 热学 的 实验 定律 
等 . 当然 在 对 模型 进行 简化 时 也 需要 一 些 数 学 的 技巧 ,如 积分 学 中 
的 高 斯 定理 ,向量 分 析 等 .读者 在 学 习 这 部 分 内 容 时 ,一 方面 要 认 
清 产 生 困 难 的 原因 , 另 一 方面 还 要 注意 培养 抽象 的 数学 思维 的 能 
力 , 随 着 自己 知识 面 的 不 断 扩 大 ,建立 数学 模型 的 能 力也 必然 会 不 
断 提高 ,切忌 有 浮躁 的 心态 . 
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2.1.2 习题 的 帮 疑 与 启示 


教材 第 一 章 一 共有 六 个 题目 ,前 四 个 题 是 有 关 建 立定 解 问题 ， 
后 面 两 个 题 是 验证 型 的 ,比较 容易 . 

1. 长 为 2 的 均匀 杆 , 侧 面 绝 绿 , 一 端 温度 为 零 , 为 一 端 有 得 定 
热流 9 进 人 ( 即 单位 时 间 内 通过 单位 截面 积 流 人 的 热量 为 g), 杆 


的 初始 温度 分 布 是 “三 ?, 试 写 出 相应 的 定 解 问题， 


这 是 一 个 起 传导 问题 ,由 于 考虑 细 杆 内 的 温度 分 布 ,所 以 是 一 
维 的 .读者 可 以 按照 教材 第 一 节 中 例 4 的 方法 来 建立 方程 ,也 可 以 
在 三 维 热 传导 方程 中 假定 温度 x 不 依赖 于 y,z 只 与 z 有 关 t 把 细 
杆 放 在 z 轴 上 ) 来 得 到 . 


3& -了 


方程 已 经 得 到 了 ,初始 条 件 在 题目 中 也 给 出 来 了 , 即 
no = ,0S zl. 


剩 下 的 问题 就 是 变 写 出 边界 条 伴 , 设 在 x =0 这 个 端点 处 源 度 是 
雪 度 , 则 有 
证 | 二， t > 0, 
男 一 问 { 即 x = 处) 有 恒定 的 热流 g 进 人 杆 肉 ,所谓 恒定 是 指 4 
是 个 常数 ,根据 热流 的 定义 有 
0 

4 dsdr’ 
其 中 dQ 是 在 di 时 间 内 通过 面积 dS 的 热量 ,现在 热量 是 流 人 杆 
内 , 表 阴 热流 方向 与 x 轴 正 向 相反 ,由 傅 里 叶 实 验 定律 得 


4 = 2 -= 3 (在 x = / 端 , 截 面 的 外 法 向 就 是 xz 轴 的 正 向 )， 


其 中 上 是 杆 的 热传导 系数 ,因为 杆 是 均 习 的 , 故 是 常数 ,所 以 在 
z= 处 的 边界 条 件 为 
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dn a 
下 区 zr} ee 丰 时 t > 0. 
综合 上 述 ,所 得 的 定 解 问题 为 
az _ 20u 
BD NN< rit»>0, 
uw|,_o = 0, 上 > 0D, 
du _ 4 
日 工 a 下 Ed £ > 0, 
[ee < zy 上 技工 守之. 


2. 长 为 上 的 蓄 两 端 固定 ,开始 时 在 上 =e 处 受到 冲 量 的 作 
用 , 试 写 出 相应 的 定 解 问题 . 

这 是 一 个 弦 振 动 问题 ,方程 在 教材 第 一 章 第 一 节 例 1 中 已 经 
推导 过 了 ,边界 条 件 也 简单 , 设 落 的 两 端 为 =0 及 工 =!, 由 于 这 
两 端 是 固定 的 ,所 以 在 这 两 点 位 移 为 零 , 即 

二 人: 

现在 的 问题 是 要 找 出 初始 条 件 , 已 知 在 初始 时 刻 粥 上 x=c 
处 受到 一 个 冲 量 上 ,利用 动量 原理 (动量 的 改变 等 于 冲 量 ) 知 ,这 个 
条 忻 就 相当 于 在 这 点 给 了 一 个 初速 度 .为 了 清楚 起 见 ,我 们 考虑 以 
c 点 为 中 心 ,长 为 28 的 一 小 虹 蕊 ce 人,c+G)， 设 弦 是 均匀 的 ,其 
密度 为 p , 则 这 一 小 段 蕊 的 质量 为 28p .在 受 冲 击 之 前 弱 的 速度 为 


零 , 受 钊 击 时 速度 为 3<| ,所 以 由 动量 原理 得 


9 
26p Fs| = hc-SCr 人 ete, 


在 这 个 小 段 以 外 ,初速 度 仍 为 零 , 我 们 的 问题 并 不 基 在 这 一 小 段 上 

受到 冲击 ,而 蚌 在 一 点 x=c 处 受到 冲击 ,所 以 最 后 还 要 令 6 一 0. 

此 奸 , 显 然 苞 是 没有 官位 移 的 , 即 zj-o=0. 于 是 初始 条 件 为 
u|,-0 = 0, 0 二 zi, 
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| -| 可 本 (6 — 0) 

0, | 一 el > 
如 果 要 求解 这 个 问题 时 , 先 固 定 3 把 解 找 出 来 ,这 样 的 解 当然 依 
赖 于 5$, 表 令 5 一 0 所 得 的 极 腿 郑 数 就 是 原 问 题 的 解 ， 

如 果 污 者 熟悉 犹 拉 克 (Dirac) 聘 数 { 简 称 5 一 函数 ), 则 上 述 第 
二 个 初始 条 件 可 表示 为 


3 


| 
4 一 图 数 是 一 个 广电 图 数 ,简单 一 点 讲 它 是 一 个 可 积 函 数 , 它 的 定 
义 是 对 任意 连续 函数 g(x) 有 

| s(Cz)p(z)dz = p(0)， 


= 28(r -6)， 0 和 zl 


由 此 可 知 
| lx —- cptrjdr = ple). 
注 其 人 -级 数 的 定 交 和 券 它 的 拉 普 拉 斯 变换 及 傅 里 时 变换 很 
容易 求 得 ,事实 上 ， 
L[é(#)] = | speed: =e=1, 
L[I8(t ~ 10)] = e Po， 
F[a(z)] = | a(x)e “dr =1, 
F[S(Czr — x0)] = en, 
3. 有 一 均匀 杆 ,只 要 杆 中 任 一 小 虹 有 级 向 位 务 或 速度 , 必 导 


致 邻 段 的 压缩 或 伸 长 ,这 种 介 缩 传 开 去 ,就 有 纵波 沿 着 杆 传播 , 试 
推导 杆 的 纵 振 动 方程 . 

这 个 问题 是 要 建立 杆 作 纵向 振动 时 位 称 所 满足 的 微分 方程 . 
设 u(x,t) 表 示 杆 上 z 点 在 时 刻 i 
i 的 位 移 ,p 表示 村 的 密度 ,我 们 和 让 
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来 考查 杆 内 任 一 小 段 {z ,x +Ax) 的 运动 情况 . 坟 F(z,!) 表 示 杆 
上 > 点 在 上 时 刻 的 弹性 应 力 ,这 个 力 就 是 单位 横 截 面 两 方 相互 作 
用 方 , 由 胡 克 定律 , 它 与 zx 点 处 的 应 变 { 相 对 伸 长 或 缩短 ) 成 正比 ， 
其 比值 就 是 杨 氏 模 量 或 称 往 强 系 数 下 ,现在 的 问题 就 是 要 确定 应 
变 的 表达 式 .# 时 刻 在 z 点 处 的 位 移 为 (zt),z+ar 点 处 的 位 


移 为 bw(z+Az,t)scu(zi+due=u(zrit)+358dr, 因 此 小 自 
(z,z+Az) 的 伸 长 (压缩 ) 近 似 为 du 一 dx, 其 相对 伸 长 (压缩 ) 


近似 为 六 .确切 地 说 ,x 点 处 的 应 变 为 u(x,1),x+Ar 外 的 应 变 


为 utr+t+Ar,t), 所 以 小 段 所 受 的 应 力 为 Fix+Ar,t} 一 F(x,t) 
二 ku,(r+Ar,t)— ku. (x,t). 利 用 牛顿 第 二 定律 可 得 小 段 (x， 
工 十 AAx 的 运动 方程 为 

pt SAx) 4 A ERSuitr + Ar,t) — kSu (r,t) 


其 中 S 是 杆 的 横 截 面积 .以 Ax 除 上 式 两 端 并 令 Ar 一 0 可 得 


du _ ,ou 
ng: dr? 
或 
du _ 100 
De 


其 中 a* = kip,a 仍 表示 纵 振动 在 杆 中 的 传播 速度 .上 面 的 方程 
表明 杆 的 纵 振动 方程 和 弦 的 模 振动 方程 是 一 样 的 

4. 一 均匀 杆 原 长 是 /一端 固定 , 男 一 端 沿 杆 的 轴线 方向 被 拉 
长 e 面 静 止 , 窒 然 放手 任 其 振动 , 试 建立 振动 方程 和 定 解 条 件 . 

这 是 一 个 杆 的 纵 振动 问题 ,由 上 一 题 已 知 振动 方程 为 


a Oxit>0. 
现在 的 问题 是 要 写 出 定 解 条 件 . 先 看 边界 条 件 , 设 固定 问 在 x =0 
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点 , 则 有 
下 | = 0,， :> 0. 


另外 ,放手 后 x = 端 就 是 自由 端 了 , 即 在 振动 过 程 中 这 一 端 不 爱 
任何 外 力 的 作用 , 故 


a =0, :>0. 
吕 T 天 一 了 


再 考虑 初始 条 件 , 因 为 弦 是 由 静止 状态 开始 振动 的 , 故 初速 度 为 
等 , 即 


开始 时 整个 杆 被 纵向 拉 长 。, 册 单位 长 度 杆 的 伸 长 为 二,x 点 处 的 


位 移 ( 仲 长 ) 应 为 二 z , 芭 


§2.,2 分 离 变 量 法 


2.2.1 内 容 的 评述 


分 离 变量 法 是 求解 线性 定 解 问 题 的 一 个 常用 的 方法 ,一 个 偏 
微分 方程 中 至 少 有 两 个 自 变 量 ,分 离 变 量 的 意思 就 是 通过 把 解 中 
自 变量 分 离开 来 的 办 法 《 即 把 解 写 成 几 个 其 包 含 一 个 自 变 量 的 因 
数 的 乘积 的 形式 )} ,把 原来 的 篇 微分 方程 及 边界 条 件 化 成 几 个 常 微 
分 方程 的 边 值 问 题 ,要 想 做 到 这 一 点 其 前 提 条 件 是 :原来 的 偏 微分 
方程 及 边界 条 件 都 是 齐 次 的 .通过 解 这 几 个 常 微分 方程 的 边 值 问 
题 (其 实 是 特征 值 问 题 ) 就 可以 得 到 原来 方程 的 无 穷 密 个 满足 边界 
条 件 有 旦 变量 已 分 离 的 特 解 ,再 把 所 有 的 特 解 登 加 起 来 得 到 一 个 无 
穷 级 数 并 利用 初 值 条 件 ( 或 设 有 用 过 的 边界 条 件 ) 决 定 出 其 中 的 系 
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数 , 就 得 到 了 原 征 解 问题 的 形式 解 ， 

使 用 分 离 变 量 法 时 有 两 个 关键 的 问题 需要 回答 ;第 一 、 把 解 
写成 上 述 无 穷 级 数 形式 是 否 可 能 、 吡 否 合理 ?第 二 、 如 果 方 程 或 
者 边界 条 件 不 是 齐 次 的 ,怎么 办 ? 第 一 个 问题 是 一 个 理论 性 问题 ， 
即 分 离 变 量 法 的 理论 基础 问题 ,这 个 问题 由 二 和 阶 线性 常 微分 方程 
的 特征 理论 (或 称 为 施 图 姆 - 刘 维 和 尔 理论 ) 给 出 了 圆满 的 答案 ,在 
教材 的 8$2.6 作 了 简要 的 概述 . 对 于 第 二 个 问题 原则 上 讲 就 是 要 
设法 齐 次 化 ,特别 是 首先 要 把 边界 条 件 化 成 齐 次 的 ,下 面 将 通过 一 
个 例子 加 以 说 明 . 例 如 考虑 下 列 定 解 问题 


[Pu 29u 
EE. = 0,u,|,-, = sin wi, i >0, 
| 


这 个 问题 的 特点 是 :方程 与 边界 条 件 都 是 非 齐 次 的 .不 论 方程 是 否 
为 齐 次 的 ,只 要 边界 条 件 是 非 齐 次 的 ,都 应 先 作 未 知 函 数 的 代 换 使 
对 新 的 未 知 函 数 而 言 ,其 边界 条 件 是 齐 次 的 ,为 使 新 的 方程 不 至 于 
过 分 复杂 ,通常 选 代 换 时 使 新 旧 未 知 消 数 之 癌 机 差 x 的 一 次 孙 
数 , 例 如 设 
v= Wu+ Ar+B, 
然后 确定 4 ,8B ,使 w 的 边界 条 件 是 齐 次 的 ,由 
vo= wot+ (Ar + B)|,.o = 0, 


得 


B= 0, 
由 vl = uel t Ar + B),|,-, = 0, 
得 
AA+t+ sin wt = 0, 
即 


六 二 一 sin wi. 


这 样 一 来 ,就 得 到 
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vy 二 WO— THN wt, 


代 人 原 定 解 问题 得 
Fr 2 
一 过 flrst) + wrsinwt, DO<x<i,ty>o, 
dr nr 
Wd :> 0, 


[Ws = gr) vo = blr)- wr 0Er 人 lL 
这 个 问题 的 特点 是 :方程 是 非 齐 次 的 ,边界 条 件 是 齐 次 的 ,把 这 个 
问题 分 解 为 两 个 问题 ,其 一 是 侈 由 强迫 力 ( 即 方程 中 的 非 齐 次 项 ) 
所 引起 的 振动 ,其 二 是 仅 由 初始 扰动 所 引起 的 振动 , 即 设 w= mi + 
v2; 基 中 up 分别 由 | 


| 颖 = O<xr<l,t:>0, 
Ne 4 (1) 
| ee 0 和 rl 

及 

3 人 

zz .0=(z) | -= 站， 1 > 0, 〈 工 ) 


wlio = pr) (odo = Hx), OSrEL 
确定 ,其 中 站 (= f(r,1)+ tw .rsin wt, PIXx) = (x), 
pt) = 同人 一 oo 
对 于 问题 (I) 可 以 用 分 离 变 量 法 求解 ,由 教材 82.1 中 例 2 
知 , 与 《<[[) 中 边界 条 人 忻 相 对 应 的 特征 了 汕 数 系 为 


jan ,n=0,1,2,…| , 故 


v(x ,ft) = PD { Ceo es 十 


nn 


D si (2n + 1)rma )s 《了 + lr 
nsin 7 tjsn 37, 
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i 


其 中 系数 C, ,DD, 由 初始 数据 oz) 与 (x) 确定 . 
有 了 (I) 中 的 特征 函数 系 以 后 ,就 可 以 来 求解 (1) 了 ,主要 方 
法 是 将 解 wi(.c,t) 及 自由 项 六 (zz) 都 按 特征 函数 系 展开 , 即 设 
vitr.t) = Dsin 2 DE. 


{2n Dx 


下 八代 和 = 六 (os 


其 中 f(z) 是 已 知 沙 数 ,w, (4) 是 待定 函数 .将 上 述 震 开 式 代 人 
《 工 ) 可 得 关于 w(t) 的 初 值 问 题 : 


0 + 人 人 ) ua) = 0 12 
unt0) = ut0) = 0. 
利用 二 阶 线性 常 系数 常 微分 方程 的 解法 可 得 zx (1), 从 而 得 到 
v1(X ,外 .于 是 , 原 定 解 问题 的 解 就 是 

urst) = zsin wt + v(x,t) + vr,t). 


需要 特别 强调 的 基 , 如 果 边界 条 件 { 不 论 是 哪 一 类 ) 是 常数 , 方 
程 中 的 自由 项 只 是 z 的 函数 , 则 可 以 通过 未 知 函 数 的 代 换 同时 将 
边界 条 件 和 方程 都 化 成 齐 次 的 ,这 样 一 来 问题 就 变 简单 多 了 , 例 
如 , 若 前 述 的 定 解 问题 换 为 


7 
es 2 + f(z), 站 < 并 0 
es t > 人 0, 
a|,o = glx), lo = w(x), 0 

其 中 六 ,B 为 常数 . 


令 了 (Tt 二 (全 )， 
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选 w(x) 使 
atw (r+ Fr) =0, 0 二 工 忌 上， 
a = A,rw (ti}=B 


则 关于 vw 的 定 解 问题 就 是 齐 次 方程 齐 次 边界 条 件 的 问题 ,直接 可 
以 用 分 离 变量 法 求解 . 

分 离 变 量 法 不 仅 用 于 直角 坐标 系 , 还 可 在 其 他 坐标 系 内 应 用 ， 
如 极 坐 标 系 . 柱 坐 标 系 . 球 坐 标 系 等 ,到 底 选用 件 人 么 坐标 系 要 看 所 
考虑 区 域 的 形状 ,总 的 原则 是 :在 所 选用 的 坐标 系 内 区 域 的 边界 能 
用 最 简单 的 方程 来 表述 ,这 里 所 讲 的 “最 简单 "的 意思 就 是 方程 中 
只 会- -个 月 变量 ,例如 对 中 心 在 原点 .半径 为 民 的 圆 形 区 域 0, 若 
在 直角 坐标 系 内 其 边界 30 的 方程 为 x*+ y* = R’*, 比 较 复杂 , 若 
在 极 坐 标 系 内 考 虚 ,30 的 方程 为 p= R ,这 个 方程 只 含有 一 个 自 
变量 . 


2.2.2 习题 的 释疑 与 启示 


1. 设 冬 的 两 端面 定 于 zx=0 及 工 =!, 纺 的 初始 位 移 如 图 2.1 
所 示 ,初速 度 为 雷 ,又 没有 儿 力 作用 , 求 芝 作 横向 振动 时 的 位 移 蕃 
并 (ri)， 
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要 解 这 个 问题 ,首先 要 写 出 初始 位 移 w(x,0), 由 图 知 , 它 由 

两 个 直线 段 组 成 ,在 [0,cj 内 的 直线 段 由 两 点 40,0) 与 (ec ,下 ?确定 ， 

在 [ec,7] 内 的 直线 段 由 (ci) 与 142,0) 确 定 , 利 用 解析 几何 中 直线 
的 两 点 式 可 得 

岂 


eT 0 和 了 rc， 
u{r,0) = 
Ee ci. 
所 要 求解 的 问题 是 
Bu 0 
an = 于 O<r<i,t>0, 
iIul,o= au|,-,=0 上 > 0， 
h = 
A 日 < 
Wh ae 
A 
EO (ri rc 二 
ul,=0 = 0, 0 和 rl. 


利用 教材 中 $2.1 的 方法 得 到 解 


a 内 
t 十 D,sin 


LE) = 2 (Cocos :jsin 2 
始 条 件 可 得 
D, = 三, x = 1,2,.…, 
O01IEe, 
> sin px 
Tt 一 2 
即 C， A 
c t 
忆 二 oa) 人 sin rdx 十 | 一 / 网 -Jsin a 


再 用 分 部 积分 法 得 。C, = 一 -2 


A 2% 


re 


{ 
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这 个 题 的 难点 有 两 个 ,一 个 是 要 写 出 jy {x ,0) 的 表达 式 , 另 一 
个 就 是 求 一 个 分 段 表 示 的 函数 的 人 博 里 叶 系 数 ， 
2. 就 下 列 初始 条 件 及 边界 条 件 解 弦 振 动 方 程 
u(tr0) = 0, 


dn 


nr tz,0) 三 区 


0 


由 反之 了， 
zxknD ty 一 ar 一 0，t 20 
这 个 题 不 应 该 有 困难 ,因为 边界 条 件 是 第 一 类 齐 次 边界 条 件 ， 
可 以 直接 用 分 扇 变 量 法 来 做 .在 用 分 离 变 量 法 时 应 该 写 出 全 过 程 ， 
于 万 不 能 把 教材 中 的 结果 当 作 公式 来 套 ,否则 容易 把 特征 郴 数 搞 
错 . 


3. 驴 下 列 初 始 条 件 及 边界 条 件 解 区 振 动 方 程 


=z(x -1), 


二 详 
i | = uw | ,1 = 0., 


这 个 题 也 是 直接 用 分 离 变量 法 ,要 注意 的 是 初始 位 移 是 一 个 
分 段 表 示 的 函数 ,在 确定 系数 时 应 进行 分 段 积 分 . 
4. 解 出 习题 一 中 第 2 题 . 


这 个 定 解 问题 我 们 在 本 书 $2.1 内 已 经 描述 过 了 , 它 就 是 


Hu _ Ou 
PE EE Ori 人 <<it>0, 
Te 1: > 0, 
半 [s 祝 溉 0 和 X14， 
皮 
| 
a -| lIlz-c| 志 #, (8 > 0). 
£ lr=0 0 
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这 个 同 题 的 特点 就 是 要 增加 一 个 极限 过 程 , 即 先 对 固定 的 8 用 分 
离 变量 法 求 出 解 ,因为 在 确定 解 的 表达 式 中 的 系数 时 ,只 要 在 区 间 
[ce 一 8,c+8]J 上 积分 ,所 以 这 样 求 出 来 的 解 必 然 依 琅 于 5 了 5, 即 解 应 
为 zz ti) ,然后 再 令 8 一 0. 
如 果 用 5 一 函数 ,上 述 初始 速度 可 表示 为 
i 
1 |,-p 
下 面 我 们 就 用 这 个 表达 式 把 解 求 出 来 .由 分 离 变 量 法 可 得 定 解 问 
题 为 


三 SR 一 c)}, 
Pr 


uCr,t) = > (ce, cos yt + Dasin es 
1 
由 | > Can 
da 更 V1 Ana nn 
于 = Rr cj 一 7 — DD, sin Se 
得 
CC 二 人 n= ,2 , 
上 
4 二 ei LE — csin Lp eg 
if nnaJo £ i 
利用 -函数 的 定义 得 
但 2 Sin Ee, nN 一 1;25 
Td i 
所 以 最 后 得 
+, . n 2 EE A 
u(x,t) = 3 co 1 i 


5， We 


的 解 
a 


u | ,0 二 ui 三 0. 
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这 个 问题 的 边界 条 件 是 齐 次 的 ,而 且 都 是 第 一 类 的 ,直接 用 分 
离 变量 法 求解 ,只 要 是 第 一 类 边界 条 件 ,不 论 是 热传导 方程 还 是 波 
动 方程 ,它们 的 特征 孙 数 系 是 一 样 的 ,因为 特征 落 数 愉 由 方程 中 关 
于 z 的 导数 项 太 边 界 条 件 来 确定 ,所 以 通过 分 离 变量 后 得 到 特征 
函数 为 |sin 呈 呈 ,1,2，…| 一 维 热传导 方程 和 一 维 流动 方程 
的 差别 在 于 方程 中 关于 1 的 导数 项 不 同 , 所 以 分 离 变 量 后 得 到 的 
T(#) 的 方程 就 不 一 样 ,对 波动 方程 得 到 
T(E) + a AT(t) = 0, 
它 的 通 解 是 
T{1) = Ceos a At + Dsin a wiAi. 
对 于 热传导 方程 得 到 
Te TanTIt) — 0, 
它 的 通 解 为 
T(1) = Ce “*, 
， 上 年 的 4 应 该 用 特征 值 代 替 . 
6. 解 一 维 热传导 问题 ,其 初始 条 件 及 边界 条 件 为 
2 -0 三 x, 0 研 工 芝 ， 
可 下 dn 
EE 工 二 位 “区 开 一 了 
这 个 问题 的 边界 条 件 是 齐 次 的 , 故 可 直接 用 分 离 变 量 法 ,与 前 
而 的 习题 不 局 的 是 两 个 边界 条 件 都 是 第 二 类 的 .通过 分 离 变 量 得 
到 特征 值 问题 : 
XK (rz) + AX(r) = 0, 
X00 = XY = 
出 此 可 得 特征 值 与 特征 泪 数 为 


66 ”第 二 章 ”方法 与 习题 的 点 评 和 硒 疑 


了 
交 全 2 于， n = 0,T,2，…， 


六 ,TT) 二 co n = 0,],2,-.…. 


剩 下 的 部 分 和 第 一 类 边界 条 件 完全 一 样 . 
7. 一 根 长 为 1 的 细 杆 表面 绝 氏 , 其 初始 温度 分 布 好 图 2.2 所 
承 , 由 1!1=0 开始 两 端 温度 保持 于 0 人 CC , 求 杆 土 温度 分 布 . 
u(x,0) 


图 2.2 
对 这 个 题目 ,首先 要 把 初始 温度 的 表达 式 写 出 来 , 按 图 示 ， 
x(z,0) 由 三 段 线段 组 成 ,在 | 90, 十 ! | 及 | 二 4 | 上 用 直线 的 两 点 


式 方程 把 它们 写 出 来 ,在 | 二/ ,关中 上 它 是 一 个 水 平 线段 ， 


| 0 二 所 本 
Al 到 
-入 (+ -0)， 了 < 去 上 
8. 试 解 出 具有 放射 衰变 的 热传导 方程 
2 
5- +Ae = 0， 0<zr<i,ty>0, 


已 知 边 界 条 件 为 
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u| ,0=0, ul,-:=0, :>0, 
初 值 条 件 为 
| = 了 (常数 ) ,0 和 工科 
这 个 问题 的 特点 是 非 齐 次 方程 具有 章 次 边界 条 件 ,而 且 方 程 
中 的 非 齐 次 项 只 依赖 于 上 .可 用 两 种 方法 求解 . 
方法 1 按照 前 面 的 评述 ,这 个 问题 可 以 分 成 两 个 定 解 问题 : 


9 a 2 9ul — or 
FE Br Ae 一 站 雪人 lt>0, 
xl-0= az -=0， > (2 
uil,-o = 0, 0& ri! 
及 
duy ,9u, 
ee Br = 0: Or 人 <i,t»0, 
en :>0, (1) 
ig | nT 0 
对 (IT ;用 分 离 变 量 法 得 
有， 
2 二 Se a ih a 
H=1 
代 人 初始 条 件 得 
J "Csin Sr 
3 i 
由 此 得 
= 二 | .AN 2 LT _ ，_ 11a 
(全 1 » sin Tdr 一 Bl (- 1)*], 
故 


三 a 
U2( Tt) = 2 [1 — (— 1)"]e ef sin es 
n=1 


对 问题 ([ ) 可 用 特 征 西 数 展开 法 , 先 将 Ae “ 按 |sin 分 x | 展开 ， 
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令 
三 > A,sin ey 
严 一 二 
则 
2 了 | es 2Anx[l — (~ 1)*e “] 
用， 7 ,As sin 7 xdzx = a 
即 
S| —(— 1)*e “]. nx 
nln 十 a Se 
再 将 解 zt， i) 按 1sin 一 2 | 展开 . 令 党 


at) = De (zjsin 到 有 


代入 (J ) 中 方程 及 初始 条 件 得 
Es 一 这 一 【一 12e 于 
nn SE -4 | > 0, 


Ct0) = 0， 
由 此 可 得 
人 
CC. (2} 一 ee w272) 《1 忆 ! ). 
故 
Ea 2 二 mn_—at _ 


原来 问题 的 解 就 是 zt = utr,t)jt+ u(r,t). 
方法 2 由 于 方程 中 自由 项 六 边界 条 件 都 与 上 无 关 , 故 可 作 
一 个 伐 换 将 方程 化 成 齐 次 的 ,并 保留 边界 条 件 仍 是 齐 次 的 , 即 令 


ulr,t)} = vr,t) + wlr), 


代入 原 问 题 得 
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a 和 
ur) a+ Ae = 月 ， 0<r<it>0, 
yl, ot wt0) = 0,0),, + wi) = 0, £0, 
vlnt+ w(x) = 了， | 


选 wwfz) 使 得 
w fr 二 ec =0,0<xr<i, 
w(0) = w{i} = 0, 


由 此 可 得 
总 -al 总 -or 总 
w(K) = te 一 二) 过 2 De 
然后 再 用 分 离 变 量 法 解 
二 
Re ， < rr 人 < i,r»y>0, 
v|i-o0 = vl:= 0, :~>0, 
vl/-o= TT- wl(zr), 和 委 工 委 上， 
其 中 zfz) 如 上 所 未 . 
9. 求解 于 列 定 解 问题 ; 
du 2 Fu 
7 
| t >», 
u|,-o = 0, 0 三 TT 守 / 


这 个 问题 的 特点 是 定 解 条 件 是 齐 次 的 ,而 方程 中 含有 一 个 不 
依赖 于 x+,t 的 自由 项 (特别 要 注意 它 不 依赖 于 1). 利 用 代 换 
u(xt) = v(x) + wlr) 
并 选 zt) 满足 
arfzr)+a=0，0< 二 |， 
0 = wli) = 0, 
可 将 原 问题 化 成 可 直接 用 分 离 变 量 求 解 的 形式 . 
此 外 ,这 个 问题 也 可 以 用 按 特 征 函 数 展开 法 求解 ,由 边界 条 件 
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可 知 特征 函数 系 为 |sin azz ,mn = 1,2，， |. 
10. 求 满足 下 列 定 解 条 件 的 一 维 热传导 方程 的 解 
全 | el dlr ft 0, 
#0 二 走 rx (上 为 常数 ) 0 夺 z 和 LL 
这 是 一 维 热传导 问题 ,其 特点 是 边界 条 件 为 非 齐 次 的 ,位 因为 
边界 条 件 是 常数 ,所 以 可 以 通过 


一 个 变量 代 换 将 边界 条 件 化 成 齐 
次 的 ,同时 保留 方程 仍 是 齐 次 的 , 即 令 


2 = 证 
选 wtz) 满 足 
ww rz) =0, OO<zr<li, 
w{0) = 10, tw{i) = 5. 
由 此 得 


0 > 
利用 这 个 代 拉 得 到 关于 vw 的 定 解 问题 为 


dv _ 29% 
Ep Ox<il,t>, 
A 一 | 二 0， 上 > 0， 
vo = (k+ 六 上 -10, 0 过 工 过 二 
可 用 分 离 变 量 法 解 出 w(x,:). 
11. 试 确定 下 列 定 解 问题 : 
到 = a + fz), < 
uo = 及 ,wl,-,= 8 £ > 0, 
u|,_o = gtx), 0 三 zi 
解 的 一 般 形 式 . 


这 个 问题 中 的 方程 和 边界 条 件 均 是 非 齐 次 的 ,而 且 方 程 中 的 


&2.2 分 商 变量 法 7i 


自由 项 只 依赖 于 x ,边界 条 件 中 的 非 齐 次 项 是 常数 , 故 可 通过 代 换 
将 方程 和 边界 条 件 同 时 化 成 齐 次 的 , 即 令 
u(rt) = vr,t)+ wlr}, 

选 w (x) 满足 

et (x)}+ f(r)=0, 0O<zx<l, 

wl0) = A, w(t!) = B, 
由 此 可 得 

wlx) =— | de] Fe)ds + Cr 二 内， 


其 中 
入 了 [8 —_At+ 点 | as) /ceas), 


性 


经 过 这 个 代 换 后 得 到 关于 vw 的 定 解 问题 : 
2 a Or<il,t>0, 


|i 一 cn ，-， 00,0, 
v|,-o0 = g(x) 一 zs 和 二 扩 1 
其 中 ztz) 由 上 式 确定 .利用 分 离 变量 法 得 


而 .中 类 


zf) 一 > Ce 2 ‘sin Tz， 
其 中 
2 .XT 
C, = Te Lat) 一 wt{ zr) |]sin dy， 


故 原 问题 的 解 为 
Wr 
其 中 wt) 与 vw(z ,tf) 已 在 上 面 给 出 . 
12. 求 稳 但 状态 下 ,由 直线 .x=0,r= 站 ,y 一 0,y= ts 所 围 甜 
形 板 内 各 点 的 温度 ,假设 在 z=0,x= 1 及 y=0 三 边 上 温度 保持 
为 0 亿 ,y= 这 边 上 各 点 温度 为 p(x), 其 中 pg(0)= g(t11)=0. 
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按 题 意 ,这 个 问题 可 归结 为 下 列 定 解 问题 : 


du Ou 

ep. 0O<r<eA0<y< ii, 
于 |e nu | 二 0， yy £2， 
a#|,-0 = 0,u|,-1, = w(x), DT， 


这 是 在 给 形 域 内 求解 拉 普 拉 斯 方程 ,内 为 是 稳 恒 问题 , 放 没 有 初始 
条 件 ,我 们 可 以 取 其 中 一 组 边界 条 件 用 于 确定 解 的 级 数 展开 式 中 
的 系数 ,下面 把 主要 过 程 写 出 来 . 令 

utx,y) = X(r)Y(y), 


| 
即 
X "+PX=0 
Y -FrY=0 
再 由 边界 条 件 得 
X(0) = Xt) = 0, 
YO0} = 0. 
由 XX 的 方程 及 边界 条 件 可 得 特征 值 与 特征 尔 数 为 
nT 
B= nh 
加 三 ] ,2 ,…: 
X.(x) = sin x, 
再 由 Y 的 方程 得 
Yl(y) = Cn + De 
及 C+ D,=0, 
故 最 后 得 


< 了 es nm 
下 人工 ，3 = SC, {es 一 所 5 jsin 了 
1 1 
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再 利用 在 y= 2 的 边界 条 件 得 


工艺 


咏 (了 ) = Do (ee )sin Fz ， 
即 


! 
人 = 一 二 一 一 一 | ‘pr)sin el 
-让 0 [i 
1 
= 一 二 一 | (zsin ge pe 
| 0 i 


故 


| 一 -一 一 一 一 Xj)sin 一 rdr nA n 
下 《yy = 2 a “ajl 2 rage) rz. 

13. 一 半径 为 e 的 半圆 形 平板 ,其 回放 边 界 上 的 温度 保持 
ul(a,) 二 T9(x 一 9) ,而 直径 边界 上 温度 哥 畦 为 0 人 TC , 板 的 侧 而 忽 
绿 , 试 求 稳 恒 状 态 下 的 温度 分 布 规律 a(p ,8). 

要 解 这 个 问题 ,首先 要 把 定 解 问 题写 出 来 ,由 于 求 稳 恒 的 温度 
分 布 , 所 以 是 拉 普 拉 斯 方程 的 边 值 问题 ,现在 求解 区 域 是 半圆 板 ， 
根据 第 一 段 * 内 容 评述 "内 所 讲 的 选 坐标 系 的 原则 ,应 取 极 坐标 系 ， 
此 外 ,还 和 教材 $2.3 一样 应 补充 自然 边界 条 件 |at0,8)|<<%. 
即 求解 


1 af ax 1 ow 
人 必 坟 中 福 贡 0 委 D 扫 ea， 
ula,.8) = TO(x - 0), Ox, 
utp0) = ul(p,n) = 0, 0 和 pa 


[u(t0,8)| <+ oo， 0 近日 二 区 
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利 下 的 问题 就 是 用 分 离 变 量 法 求解 了 ,与 教材 中 $2.3 所 不 同 的 
是 ,在 那里 特征 函数 由 周期 条 件 w(tp,9+2x) = w(tp,98) 来 确定 ， 
现在 只 在 半圆 内 求解 ,没有 周期 条 件 . 但 在 直径 边界 上 的 条 件 是 齐 
次 的 ,可 以 用 来 确定 特征 值 与 特征 画 数 ,注意 直径 的 方程 是 8=0 
及 =x. 令 w(tp,9) 二 R(p)BP(9) 经 过 分 离 变 量 后 得 到 . 

P00) + FTE) = 0,0<0<n, 

0 = B(xr) = 日. 


mR +pR -RR=0,0<p<a, 
[IR(0)| <+ oo， 
下 面 的 工作 读者 可 以 自己 来 完成 了 (参阅 教材 $2.3). 
14. 一 圆 环形 平板 ,内 半径 为 7, 外 半径 为 rm: ,侧面 绝缘 ,如 
内 圆 温度 保持 07 ,外 加 温度 保持 1 , 试 求 稳 恒 状态 下 的 温度 分 
布 规律 u(r ,8). 
这 是 在 环形 区 域内 求解 拉 普 拉 斯 方程 第 一 边 值 问题 ,与 教材 
中 82.4 后 的 例子 相 比 ,更 在 的 问题 更 简单 些 . 由 于 在 环形 域内 ， 
0<9S2x, 所 以 应 该 补充 间 期 性 条 件 
ptr ,和 十 2) = ulr,d). 
这 个 条 件 用 来 确定 特征 值 与 特征 函数 .此 外 , 困 王 委 r 守 rrl> 
0, 故 不 需要 在 r =0 处 添加 自然 边界 条 件 . 因 此 ,我 们 要 求解 问题 


2 
1 | a 二 


人 
ul = 0.u|,-. =1， 0 日 入 2r， 
ur + 2x) = utr,0), rl 和 


令 wlr,8)= RR(r)(9) ,经 分 离 变量 后 得 
T+ AB =0, OZ<2r, 
(0+ 2x) = BH) 
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rR "+rR -AR=0, ri rr 
ac, = 0. 
解 关于 由 的 特征 值 问题 得 特征 值 
Ao =0, A = ni n= 1,2,.. 
及 特征 郴 数 
Po(8) = an 常数 )， 
(6) = Cocos nd + bsin nd, n= ,2 
确定 了 特征 值 后 再 解 关于 R 的 方程 得 
Rotr)= Cot+ dolnr, 
Rr) = Cr rt dr oa n= 1,2, 
再 利用 在 x = ri 处 的 条 件 得 
Co t+ doln rl = 0, 
Cri + dsri” = 0. 
由 些 解 得 
Co = 一 (ln 


通过 和 亚 加 原理 解 得 
utr,8) = Doln 六 十 dr rir )(acos ng + bsin ng) 
= Doln — E+ Dr 一 1 “Aceos nd + Bsin n0). 


B,,n=1,2,…, 即 
1 = Doln > + 3 ri r2 {A,cos nd + Bsin n0). 


这 里 不 需要 利用 傅 里 叶 系 数 的 计算 公式 ,只 要 比较 两 端的 系数 可 
得 
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Poln =1, A, = B, = 0, n= 1,2,. 
1 


故 所 求 的 解 为 


我 们 之 所 以 要 把 这 题 做 完 , 是 想 告诉 读者 在 进行 筷 里 叶 展 开 
时 应 该 先 考 查 被 展开 函数 的 表达 式 ,用 尽 可 能 简单 的 办 法 确定 系 
数 . 

15. 如 何 解 直列 定 解 问题 : 


a2 a 了 28 
本 + flx), D0<+r 工 1 ,1 > 0， 
eo ee hE :>0， 
9 
|p pz), 3 = g(r), 0 世 z 入 4， 
上 二 站 


这 题 的 特点 是 方程 与 边界 条 件 都 是 非 齐 次 的 ,特别 是 ,方程 中 
的 和 目 由 项 及 边界 条 件 都 与 圭 无 英 ， 人 与 
边界 条 件 同 时 都 化 成 齐 次 的 , 即 令 

u(Tt) = vr) + wr), 
选 w (xz) 满足 
1 a2z (zr)}+ f(z) =0, 0<x<l, 
w(0) = wlt) = 0. l 
四 用 分 离 变 量 法 求解 关于 v 的 定 解 问题 . 
16. 在 矩形 域内 求 子 列 定 解 问题 : 


Viu = f{r,y), Oxoa0< yb 
ulio = p(y) uli-s = paly), 0 过 y< 魏 广 ， 
zz | -0= Pizza- = pl), 0 < 工 扫 


的 解 . 
这 个 问题 与 第 12 题 相 比 要 复杂 一 些 , 主 要 困难 在 于 方程 与 所 
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有 的 边界 条 件 都 是 非 齐 次 的 ,要 想 用 分 离 变 量 法 求解 ,第 一 步 必 须 
先 把 一 组 边界 条 件 化 成 齐 次 的 ,这 里 所 说 的 一 组 是 指 或 者 是 在 
二 0 及 + 二 a 上 的 边界 条 件 或 者 是 在 y=0 及 y=&5b 上 的 边界 条 
件 . 例 如 ,要 把 在 x =0 及 z=a 上 的 边界 条 件 化 成 齐 次 的 ,就 令 
ux,y) = vtr,y) + wlr,y), 

选 w(x ,y) 满 足 

w|,-o 一 pity), si 二 pa y), 0 yb 
这 样 的 函数 很 多 ,为 了 简单 ,我 们 取 ww 是 xz 的 一 次 式 : 


wz,y) = g(ty) + PP) 


通过 代 换 后 得 到 关于 v 的 定 解 问题 : 


Viv = f(r,y) Or 人 <a,0<y 人 < b, 
v|,-0 = 1 有 0 过 ys 已， 
站 0 = (= ra 


其 中 
flrsy) = 天王 ,3 一 | gly) 十 2209) 一 PC |， 


P20) . | 


好 


P(x) = p(x) 一 | g1(0) 下 


alr) = p(xr) 一 [918) 十 2 p19]. 


对 v 的 定 解 问题 可 以 用 教材 $2.4 中 的 方法 来 解 了 . 
17. 在 而 形 区 域内 求 下 列 定 解 问题 : 


Viu = 0， 0<9<a, 0<p<xa， 
nu |g-o Es u lg- = pg, 
7 = f(8), Uda 


的 解 . 
这 里 的 方程 和 一 组 边界 条 件 静 是 齐 次 的 ,可 以 用 分 离 变 量 法 
求解 ,只 要 注意 两 点 :一 是 区 域 的 形状 ,现在 的 区 域 是 扇形 的 , 故 选 
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用 极 坐 标 系 不能 分 离 变 量 ; 二 是 在 扇形 的 顶点 (坐标 原点 ) 处 应 补 
充 自然 边界 条 件 |z(0,9)|<oo. 
与 习题 13 相 比 较 , 若 =r, Fo)=T6tr-D), 则 这 个 题 就 是 
第 13 题 . 
18. 在 第 形 区 域 0 冬 x 太 a ,0 所 vy 肆 5 内 求 拉 普 拉 斯 方程 的 解 ， 
使 满足 边界 条 件 : 
uli-o=0, wl = Ay, Oy 
| 0 | 二 和 专 : 工 扫 卫 ， 
这 个 问题 中 的 方程 是 齐 次 的 , 且 有 一 组 边界 条 件 也 是 齐 次 的 ， 
与 前 面 的 台 题 所 不 同 的 是 ;这 里 两 个 齐 次 边界 条 件 均 是 第 二 类 边 
界 条 件 , 几 分 离 变 量 法 , 令 
utry) = KX{r}Y(y), 
代入 方程 与 所 有 的 齐 次 边界 条 件 可 得 
XX -AX=0, 0<xr< ua, 
pe = 0， 
Y +AY=0, 0<y<b, 
I = 
由 ( 半 ) 确 定 特 征 值 与 特征 阔 数 , 若 =0, 得 Yo(y)= Ay+B 利用 
边界 条 件 知 各 =0, 即 Yo(y)=B, 若 4 之 0, 记 成 4= 户 , 则 得 
Y(ty)==Cicos By+ Czsin 多 ,利用 边界 条 件 得 { 开 ) 的 非 零 解 YY， 


(yy) = cos .所 以 ,《 卫 ) 的 特征 值 为 A=0 及 A, = 2 


《 工 ) 


《下 ) 


(n=1, 


2,…) ,特征 函数 为 Yo= B,Y, = cos ny 
将 4=0 及 = 代入 (了 I) 得 
nn 一 《0 证 十 地 0 
Xo(0) 三 活 
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A _ 
i ee 
xX,(0) = 0. 


故 
RCE) 一 co 


Xs (xz) = cle - eo = sh Br, 二 12 
利用 委 加 原理 可 得 原 问 题 的 解 为 
W(x,y) = aox + > sh Frcos Ty. 
青 由 条 件 x |,-。= 4y 得 
Ay 二 goa 十 了 sh = cos 村 
将 Ay 在 [0,&|] A 


_ Ap 
点 个 一 2 ， 
_ 2A5[{~ 1)"—1] i 
A 了 
ee 
u(r,y) = 和 2 十 3 226[(- 1 一 1 cos 


ed 2 


人 
的 , 故 A=0 也 是 一 个 特征 值 ,这 一 点 一 定 要 注意 . 

19. 把 高 频 输 电线 充电 到 具有 电压 下 ,然后 一 端 短 路 封 闲 , 另 
一 端 仍 保 持 断 开 , 求 以 后 的 电压 分 布 . 

这 个 题 的 主要 困难 是 写 出 定 解 问题 ,由 教材 中 $1.1 的 例 2 
知 , 在 高 频传 输 的 情况 下 ,电导 G 和 电阻 民 很 小 , 取 台 = 及 =0, 这 
时 电位 4 满足 一 维 流 动 方程 


pi ee 2 A 


记 
本 了 Dr 
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剩 下 的 问题 是 要 把 边界 条 件 和 初始 条 件 写 出 来 ,一 端 短 路 , 故 电 位 
二 0, 一 端 断 开 , 则 这 端的 电流 i=0, 以 x=0 表示 短路 端 , 即 
w|i-o=0, 以 x =/ 表示 断 开 端 , 则 i|1,- ,=0. 由 教材 81.1 的 


(1.4) 式 知 


所 以 


对 于 初始 条 件 , 由 题 意 知 


J 
舅 一 个 初始 条 性 由 初始 时 刻 电流 为 零 及 教材 $1.1 中 的 (1.5) 式 
Oi __ Au 
局 dt 
得 
uli:-o=0 
综合 上 述 , 要 求解 的 癌 古 为 
2 = 33， 0<zr<i,t>0, 
aul-0 = 0,u|,-: = 0, :>D, 
7 0 


这 个 定 解 问题 中 的 方程 和 边界 条 件 都 是 齐 次 的 ,可 直接 用 分 
高 变量 法 ,只 要 注意 这 里 的 边界 条 件 中 有 一 个 是 第 一 类 的 , 另 一 个 
是 第 二 类 的 ,所 以 相应 的 特征 值 与 特征 一 数 分 别 为 hs = 


(2mz+l)cm (2n+1)r 到 
a » S11 a] Tn 二 0,1 ,2, 四 


20. 求 抢 形 膜 振 动 的 位 移 , 即 解 下 列 定 解 癌 题 : 


和 2.2 分 部 变量 法 8] 


Pu Pu Pu 0O<zr<a0<y<b,t>0, 


0 yb,t > 0, 
Diziat 0, 


a wu), = 内, 
ul, -0 一 zj -8 = 0, 
u|,o0 = zy(x - a){(y — 6), 


0 
3 a 0 二 ry 


这 是 二 维 波动 方程 的 初 边 值 问题 ,其 中 方程 与 边界 条 忻 均 蚌 
齐 次 的 ,也 可 以 用 分 离 变 量 法 求解 ,与 一 维 情形 不 同 的 是 ,由 于 自 
变量 多 一 个 ,所 以 要 经 过 两 次 变量 分 离 . 

设 wtryyst)= Vir,y) T(E), 


代入 方程 得 
et 
T VY 
即 
T™ + AT=0, 
eh 
再 令 
Vr,vy) = X{r)Y(y), 
代入 VV 的 方程 得 
X” YY+AY 2 
人 
由 此 及 边界 条 件 得 
NX +AX=0, 0<r<a, 
{IX(0) = X(a)} = 0, 
De lad 0<y<b, 
Y(0) = Y(b) = 0. 
解 的 方程 得 特征 值 与 特征 晃 数 : 


n2 


A = 2 9 /A 
LF 
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Xr) = sin Sr, n= 1,2, 
解 Y 的 方程 得 笠 征 值 
ee 
即 
A ,= 2 mn = 1,2,, 
与 炉 征 殉 数 


Yly) = Sm ps pt = 1 2，…p. 
综合 上 述 ,得 原 问题 的 特征 值 与 特征 函数 为 


工 2 
nt 
二 一 十 一 一 mw Eo 
A be a | » 7 ,7 | Dae 9 


玉江 。 HT 
Vn yy = gin sin 一 


吾 
将 特征 值 代 人 到 人 的 方程 得 
HW 克 


了 一 向 me 
a{(£) = am,ncos 证 


于 和 


+ 太 。. Si 地 区 


由 2 |,-o= 人 和 得 5,,; = 二 0, 故 由 亚 加 原理 得 到 原 问 题 的 解 为 


A | mm .RT 
a 


让 《六 VY， 1) = bp ps neos 
为 确定 系数 a,,， -在 上 式 中 令 :三 人 0 得 


fsin 一 一 Sinh ——y. 
bh? 应 b 


zy -a)lty— b)= 3 dn Sin rsin ee 


:n=l1 


利用 |sin zzz sin 加 坟 | 的 正 交 性 得 


之 sin 


证 = 总 | | ry(x — a)(y — b)sin = dzrdy 
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Le ee 


te 
将 所 得 的 po 
21. 证 明 $2.2 中 所 得 特征 函数 系 lsin pri (n=1,2,…) 在 
[0 ,上 是 正 交 系 , 即 
fsin Prsin Brdr = 0 ¢m A n), 


其 中 BB 满足 Bcos Bt + hsin 8 二 0, 为 常数 ， 
这 个 题 可 以 用 两 个 方法 来 证 . 
方法 上 利用 三 角 中 积 化 和 着 的 公式 及 有 所 满足 的 关系 . 
js Brsin Brdr = 人 i 加 | 
-也 | 1 AB-pb, 1 | 
218 -及 hh BT 有 B 只 
= 0 
方法 2 利用 sin Bx 所 满足 的 方程 . 
记 fr)=sin Br 则 
KX” + BR, = 0, 


cos Pd cos Bt 


类 航 地 有 
Kt PA 0 
由 这 两 个 方程 可 知 
(Be 一 Br ) KK = KK, — KN” 
= (XK 一 Xn ), 

战 当 8 了 关 访 时 有 

| am Bxsin Brdx ee 一 其 基 ，) dx 
pg SN 
再 利用 方法 1 A 
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22. 求解 定 解 问题 : 

dz 2 2 2an 

Fi 2 a+ sin sin Tt 0<Ii<i,t»0, 
网 村人 二 二 u | = 0， :>0, 
uli_o 一 us -0 一 0，, 0 三 I 


这 个 问题 的 特点 是 : 非 齐 次 方程 、 齐 次 定 解 条 件 .其 解法 是 特 
征 活 数 展开 法 ,即将 解 及 方程 中 的 自由 项 均 按 特征 活 数 展开 ,然后 
得 一 个 二 阶 常 微分 方程 的 初 值 问题 . 这 里 要 注意 的 是 ,自由 项 


sin “rsin “2 王 实 际 上 已 经 是 展开 式 的 形式 ,而 且 这 个 展开 式 只 


包含 一 项 .这 样 一 来 问题 就 变 得 简单 了 .由 于 边界 条 件 全 是 第 一 类 


的 , 故 相 应 应 的 特征 函数 系 是 | sin 全 We | (m=1,2,…). 令 


2 = > u(t )sin A 


代 人 方程 和 初始 条 件 得 
D1) + EE) fin Fe = sin Siesin 5, 
a 
比较 方程 的 两 端 得 
us (1) 十 ee =0，nn 关 2,， 
a(t) + Ew) = sin 5, 


un(0) = (0) = 0, n= 1,2,., 
由 此 得 
urn(ft) 二 0， nn 关 2， 
对 于 wu2(t) 只 要 解 一 个 二 阶 常 系数 非 齐 次 常 微分 方程 的 初 秆 问 
题 ,用 本 书 第 一 章 1.1.3 小 节 中 所 述 参 数 变异 法 即 可 . 
23. 在 单位 圆 内 求解 于 列 Poisson 方程 的 第 一 边 值 问题 ( 狄 氏 
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问题 ): 
Ur + Hy =— xy, + yl， 
nu | yl = 0. 


这 个 问题 中 的 边界 条 件 是 齐 次 的 ,方程 为 非 齐 次 的 , 且 区 域 是 
图形 域 ,采用 极 坐 标 系 较 方便 ,在 极 坐 标 系 这 个 问题 为 


-一 各 sin26， po<1 
u|,_!1= 0, 0 0 2r, 
up + 2n) = utp,0) 0<p<1l10 扫 日 < 2r， 
[ul0,0| < %, 0 0 A 2n, 


参考 教材 $2.4 的 例子 ,采用 按 特 征 函 数 展 开 法 , 令 
ulp,0) = S TA jee ng + B,(p)sin nf], 
中 二 由 
代入 方程 得 


> | {acp) 外 44(P) 攻 jeos ng 


0 
2 2 

十 [Be) 十 二 一 所 jsmn ng | = 一 号 sin 20， 
站 < 


比较 两 端的 系数 得 


2 
i SAslp) 全 An) = 


2 
至"(o) 十 54(e) Bn(p) 0， 刀 闫 2， 
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4 Ls 4 
Hlp) + pB2(p) -iba(p) =— $, 


由 边界 条 件 ( 含 自然 边界 条 件 ) 得 
Aif(l) = B,(1) =0, n=0,1,2,., 
[4,(0)| < mm, [BAOMF < wm x=0,1,2,. 
解 A, , B, 的 方程 得 
Aitple DD W000 Ll 2 
Bi.to) 三 0， nn 天 2， 
Batp) = + 
故 所 求 的 解 为 
2 
ua(p0) ~ — HI(p? ~ 1)sin 20. 
返回 变量 x,y 得 
2 9) 一 一 方 zy (x ee 


这 个 题 还 可 以 用 更 简单 的 方法 来 解 , 即 用 观察 法 来 猜 出 解 的 
表达 式 , 然 后 代 人 方程 确定 解 中 的 系数 .从 原 问 题 来 看 ,因为 方程 
的 左 端 是 x 对 z,y 求 二 阶 导 数 , 右 端 对 工 及 对 y 都 是 一 次 的 , 故 
解 对 工 及 对 y 应 该 是 三 次 函数 ,又 因 在 边 办 x*1 y=1 上 解 为 0， 
可 知 解 x 中 应 会 有 因子 (x*+ y* 一 1) .综合 起 来 可 设 解 为 


u(r,y) = Ary(r: + y: — 1), 
代入 方程 得 
12Axy = — zy, 


三 于- 
故 4= - 方 , 即 得 解 为 


(Y= -yz +). 
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$2.3 行 波 法 与 积分 变换 法 


2.3.1 内 容 的 评述 


这 里 讲 两 个 方法 ,一 个 是 行 波 法 , 男 一 个 是 积分 变换 法 

(一 ) 行 波 法 

行 波 法 只 适用 波动 方程 的 初 值 问 题 , 对 一 维 情形 ,通过 特征 变 
换 将 方程 化 成 可 以 直接 积分 的 形式 ,经 过 两 次 积分 获得 包含 有 两 
个 任意 函数 的 “ 通 解 ” ,然后 利用 初始 条 件 人 确定 这 两 个 任意 函数 .对 
于 高 维 情形 , 先 考虑 解 zx 在 以 点 M(x,y,z) 为 中 心 ,以 r 为 半径 
的 球面 5S” 上 的 平均 值 (r ,1) ,这 个 函数 与 > 的 积 rz (r,t) 满 足 
关于 r,! 的 一 维 波动 方程 ,再 用 行 波 法 解 出 (r,t), 令 x 一 0 即 
得 到 解 u(x ,y,z,i) .下面 就 一 维 情 形 讲 得 细致 一 点 ,考虑 初 值 问 
题 


Qu 2 Ou 


tt) -mKr<+to,t>0, 
u|,-0 = p(x), 

; 一 00 过 工 芝 十 90， 
xl-0 = px), 


利用 全 加 原理 可 知 ， Wo ul + #2, 其 中 1 ts 分 别 为 下 列 问题 的 
解 : 


Br = 0 ga 一 
zi1 |-0 = px), 

ert+m, 
(ui), ln ( 广 )， 


a? uo 23 
Fr 0 Fr + f(x,t), wo<r<t+o,t>0, 
uz2 | 1-0 = (wu2)il,_, = 0, 一 上 9 民工 芝 二 0. 


《下 ) 
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对 于 问题 ( 卫 ) 可 以 验证 如 下 结论 : 


着 忆 是 
a . 92 
Td To 
wi | = 0， 一 0 了 工 妆 十 050， ‘于 ) 
vw | = f(r,r), 一 上 避 世 二 0 
的 解 , 则 
u(xi,t) = | wit,r)dr 
0 
必 是 { [[ ) 的 解 . 事实 上 ， 
u2|,-0 = 0, 
{wu2) 1,0 = wrist) + | wrt rdr 0 
0 i 
a2 : 
2 = | wr,t,r)de = ET 十 
at iJn ey 
| 
0 
=f(z,t) + a wT tT dr 
自 
=f(zx,t) + a’ 3| wz t,tT)dr = f(x,t)+ 2 9 2 
了 dr 六 了 业 和 全 | 
在 ( 正 ) 中 令 1,=: 一 r+, 则 得 
rp 也 
可 = dt -P00 
wzrst)|i 0 = 0 -<rAt+m,. (VN) 


wi | ， -0 二 站 


对 (J) 和 (KW ) 可 以 由 达 庆 贝尔 公式 得 
信之 一 az) 十 Hz 二 at) 


u(x t) = 7 


去 | “we)dt， 
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1 tat 1 t+atrt- ry) 
(ET FErydE = < fr) dé, 


2a 工 一 各 2a ~ukr 
故 
加 ] trrtati—rt) | 
ualst) = HB fe rdedr, 
从 而 不 间 题 的 解 为 


Pix a)t+plrta) 二 人 [ 
ee 5 Wed 


tt = 7 


] rt I+att—r} 
于 | Er)dédr. 


汪 让 和 


这 是 一 维 非 齐 次 波动 方程 的 初 值 问题 解 的 表达 式 ,是 对 教材 中 达 
朗 贝 尔 公 式 的 一 个 补充 .利用 这 蜂 所 述 的 方 落 也 可 以 得 到 三 维 非 
齐 次 波动 方程 初 值 问题 解 的 表达 式 , 读 者 自己 去 推导 . 

在 行 流 法 中 特征 线 的 概念 是 很 重要 的 ,一 方面 表现 在 只 有 道 
过 特征 变换 才能 将 一 维 波动 方程 化 成 可 以 直接 积分 的 形式 , 另 一 
方面 表现 在 所 得 到 的 左右 行 波 是 沿 着 特征 线 传播 的 ,这 是 波动 方 
程 的 一 个 特有 的 性 质 ,图 2.3 画 出 了 右 行 波 解 的 传播 特征 . 除 此 以 
外 , 达 朗 贝尔 公式 还 可 以 通过 沿 特 征 线 积分 的 方法 获得 ,这 一 点 读 
者 可 参阅 姜 礼 尚 等 编写 的 《数学 物理 方程 讲义 名 第 二 版 ) 中 第 二 章 
第 二 节 的 有 关内 容 ， 


x—di=const 
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(二) 积分 变换 法 

这 里 主要 是 讨 利 用 傅 里 叶 变 换 和 拉 普 拉 斯 变换 求解 定 解 问题 
的 方法 ,这 个 方法 的 主要 思想 是 “ 降 维 ”, 即 通过 对 方程 及 定 解 条 件 
取 积 分 变换 后 自 变 量 就 少 了 一 个 ,对 一 维 发 展 方程 或 二 维 的 拉 普 
拉 斯 方程 经 过 取 积 分 变换 后 就 得 到 舍 一 个 参量 的 常 微分 方程 . 使 
用 积分 变换 法 的 困难 有 两 个 ,第 一 是 选用 哪 -- 种 积分 变换 ,第 二 是 
求 逆 变 换 . 对 于 第 一 点 ,可 以 由 定 解 间 题 中 自 变量 的 变化 范围 及 定 
解 条 件 的 形式 来 确定 ,例如 对 有 界 域内 的 定 解 问 题 只 可 能 用 拉 普 
拉 斯 变换 来 求解 .对 第 二 点 主要 是 利用 积分 变换 的 性 质 及 积分 变 


换 表 
2.3.2 习题 的 释疑 和 启示 
[. 求 方程 


= zy， rl,vy>0 
满足 边界 条 和 件 
ul,o= zx, ul,.i= cosy 

的 解 ， 

这 个 方程 虽然 是 非 齐 次 的 ,由 于 右 端 可 以 对 zx 及 y 积分 ,所 
以 仍然 可 通过 直接 积分 先 歼 得 “ 通 解 ”, 然 后 利用 边界 条 件 确定 两 
个 任意 函数 , 解 这 类 问题 应 该 注意 两 点 :一 是 在 对 x( 或 y) 进 行 积 
分 时 ,应 加 一 个 任意 “常数”, 这 里 所 说 的 “常数 "是 就 zx 或 y) 而 言 
的 , 故 一 般 说 来 它 应 依赖 于 y( 或 zx) ,实际 上 是 两 个 尾 意 外 数 ;二 
是 在 利用 定 解 条 件 确定 任意 贤 数 时 有 可 能 会 出 现任 意 函 数 在 某 点 
的 特定 值 ,这 个 值 也 是 不 知道 的 ,但 不 必 , 且 实际 上 也 不 可 能 求 出 
来 , 先 保 留 在 式 子 里 ,最 后 会 消 掉 .例如 ,本 题 通 过 对 方程 积分 得 到 
通 解 

u(t,y) = By + Ci(y) + Cl zx), 
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令 y=0 并 利用 条 件 得 

z = C0} + C(x), 
即 

Cx) = x: 一 Ci(0)， 
令 z=1 并 利用 条 件 得 


COS Yy = 二 + City) + Ci(1) 


= 二 六 Se 


故 
Cily) = cos yy 一 ty -了 + Ci(0). 
再 把 City 与 Ca(z) 代 人 az y) 中 就 消去 了 CC07. 
2. 求解 下 列 定 解 问题 : 


Fp ala “ 
一 > 一 一 一 十 ey + 5 ， 9 
2 2 tsin xz, 人 zt 站 
u |,-o a 0， 
局 五 . 一 名所 了 加， 
Ey 一 Sim TX， 

本 题 有 两 种 解法 . 


方法 1. 利用 傅 里 叶 变 换 法 , 记 
Uw,t) = Flu(x,t)] = | rt)e dz 


通过 对 方程 及 初始 条 件 , 取 关 于 x 的 傅 里 叶 变 换 ,得 


2 
= wU+tinildw + 1) - dw — 1)], 
Ul|,.o。 = 0, 
< = ls | 

£ li=0 


利用 第 一 章 中 1.1.3 小 节 的 方法 可 求 得 
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(Cw,1) = 天 [8(u ee (1 二 | 
[8Cw + 1) — d(Cw — 1)]sin wr. 
由 情 里 叶 道 变换 公式 及 5 一 函数 的 定义 知 
ut{xz,t) = Uw, edo 


二 二 
一 2 1 


ifr™ 1 1 
We 
[Cw 二 IT) 一 他 fo 一 1) Je™sin wt dw 


= ~ {- et)) = rsin zx, 


方法 2, 利用 教材 中 的 提示 , 即 在 前 面 内 容 评述 中 作 了 详细 介 
绍 的 方法 ,可 得 解 为 


T+t frrttr-r) 
er | sin EdE + i rsin dédr 
只 要 把 右 端 两 个 积分 计算 出 来 再 化 简 即 可 . 


3. 证 明博 氏 变 换 的 卷 积 性 质 
FFI(w) Fm)] = f(t) # felt), 


其 中 
{te) 一 PF {ww))}, fot{z) F''[F,{w)], 
ROAGE | 站 Ce- 6de. 
这 个 性 质 在 本 书 第 一 章 1.3.5 小 节 中 已 给 出 了 证 明 ,当然 也 
可 以 用 类 似 的 方法 直接 证 明 Fi (w]Fs(w) 的 传 里 叶 逆 变换 就 是 
fi(2) # folt). 


2 


1 二 
一 -ee do2 
2 ov mt ; 


4. 证 明 F-!i[e-。**]= 
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要 证 明 这 个 结果 需要 应 用 复 变 一 数论 中 的 柯 西 积分 定理 ( 作 
为 它 的 推论 就 是 本 书 第 一 章 中 8$1.4 的 留 数 定理 ,所 以 也 可 直接 


利用 留 数 定理 ) 及 如 下 的 一 个 反常 积分 值 : 
{evar = x. 


后 者 很 容易 说 明 ,事实 上 , 记 | 


2 2 2x rm 2 
天 li + dzdy = | | ee ododg 


| 二 区. 


下 
e ”dz , 则 


故 了 工 =vr. 
现在 我 们 来 计算 下 -1[e ““:], 由 第 一 章 $1.3 中 的 很 里 叶 
| 道 变换 的 公式 得 
下 -1[eraw] = 填 | ee Se 
_1 -a sf wm - Fw 
> i | 时 上 ja 
| 
= je ic 上 -a gz 
其 中 
tT 
人 2a27 
当 xz,t 固定 后 ,上 述 积分 就 是 被 积 函数 沿 直 钱 上 = - 7227 的 积 
分 , 即 


人 1 Wk N i 
F-'[e We= Fe da lim| 所 dz 
my 
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为 了 计算 这 个 积分 ,我 们 作 一 个 矩形 围 道 Tw{ 如 图 2.4), 由 于 


e-““ 是 z 的 解析 函数 ,根据 留 数 定理 得 


a 
， 所 dz = 0， 
r 


图 2.4 
即 
N 2 2 0 2 2 —-N z 
| e “dzt+ | EN +| 忆 wg 
—N -一 三 N 
2at 
+| 2a toa tN+tit) ge -0. 
0 
容易 验证 当 N 一 吕 时 
qo 二 2 十 1 i a -N+i g 
| CaN oae 0,| a oNtie) de 0 
至 二 0] 
了 了 上 
故 
上 de 一 和: 所 sw dw 二 | Ey Yn 
Ss 一 TT 
-Oy oo a - a 
因此 
于 1 a 
Fife““"']= Ee da 
Da Tt 


读者 也 可 以 用 这 里 所 讲 的 方法 证 明 
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a 
F| 元 人 
s. 用 积分 变换 法 解 下 列 问题 


pr 0 
ul,.o=y+1 y 守 0 
uw|,-on = 1, 六 0 


这 是 一 个 半 无 界 问 题 ,不 能 利用 傅 里 叶 变 换 求 解 ,只 能 用 拉 普 
拉 斯 变换 ,根据 x ,y 的 变化 范围 及 定 解 条 件 , 对 x 及 都 可 作 拉 
普 拉 斯 变换 ,例如 ,对 y 作 拉 普 拉 斯 变换 并 利用 其 微分 性 质 .得 
总 LpU(z，a) 一 1] = 
省 


ed 
Ck p)| 性 p: p 


把 p 看 作 和 参数 ,通过 对 xz 积分 可 得 U(x,p), 然 后 再 求 道 变 措 , 即 
得 解 xfz ,y). 
6. 求 上 半 平 面 内 静电 场 的 电位 , 即 解 下 列 定 解 问题 : 
Viu=0,-~<r<+%,y>0, 


ul|,.o = f(r), 一 上 下 芯 十 50， 


lim a = 0. 
I 


在 这 个 问题 中 ,z 的 变化 范围 是 整个 实 轴 ( 一 ,+ ce),y 的 
变化 范围 是 (0,%), 故 从 这 一 点 来 看 , 既 可 对 z 作 傅 里 时 变换 ,也 
可 以 对 y 作 拉 普 拉 斯 变换 ,但 是 由 于 方程 中 x ,y 都 包含 二 阶 导 


数 , 若 利用 对 y 的 拉 普 拉 斯 变换 ,必须 知道 x 及 滋 在 y=0 处 的 
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值 , 而 条 件 中 没有 给 出 | .的 值 ,所 以 本 题 只 能 对 zx 求 健 里 时 
变换 , 记 
Ulw,y) = Flu(r,y)], 
通过 取 变 换 得 
(io)2U(ow,y) = 0,y > 0， 


te = F(w), 
Lm U(w,») = 0. 
需要 指出 的 是 ,在 进行 上 述 运 算 时 ,已 经 利用 了 积分 与 微分 运 
算 次 序 及 积分 与 极限 运算 次 序 的 交换 ,在 方程 的 解 还 没有 求 出 来 
之 前 ,无 法 断定 这 种 交换 是 否 合理 ,所 以 只 是 形式 上 的 做 法 . 在 求 
解 定 解 问题 时 ,通常 都 是 这 样 做 , 先 求 出 形式 解 ,然后 再 补充 一 些 
条 件 ,使 形式 解 变 成 真正 的 解 . 
fn i 


可 
5 = ,0 < xz< > 0， 


让 | 
ou 
dT |,.-0 
其 中 wo, ui 是 常数 ， 
这 是 一 维 热传导 方程 的 初 边 值 间 题 ,只 能 利用 对 : 取 拉 普 拉 
斯 变换 求解 .在 方程 及 边界 条 件 两 端 作 关于 # 的 拉 普 拉 斯 变换 ,并 
利用 微分 性 质 ,得 


天 :> 0, 


之 
oe ci CU(z,p),0 < 2 


dU a Sr 
dz oe = 0, U(xz,p)|,-, = p +” 
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即 
2 
U(x,p) -BUzr,p)+ =00<r<1, 
dx 这 全 
证 | 
U(i,p)} = —, 
(Lp) p 
U0,p) = 0. 
由 此 解 得 
wch PL + (ul — oich Yp, 
Utr,p) ss 
peh Pt 


剩 下 的 问题 就 是 求 逆 变换 ,现在 用 第 一 章 中 1.5.3 小 节 内 讲 的 方 
法 来 做 , 先 求 U(z,p) 关 于 的 极点 ,它们 满足 


pchY er =0 
即 
a ot 
p = 0,— 7 (Re ' 


这 些 都 是 单 极点 , 求 出 CCz, 训 jie” 在 这 些 极点 处 的 留 数 ,并 相 加 
即 得 u(x ,1), 接 下 来 由 读者 自己 完成 . 
8. 用 积分 变换 法 求解 下 列 定 解 问题 : 


dn a2a 
Dz = 92 r+m,t>0, 
ulio = p(x), -<r 人 T+， 
a 
| = gr), -oo 区 工 女 + oo. 
f 1 = 


这 是 一 维 波 动 方程 的 初 值 问 题 ,从 变量 的 变化 范围 及 初始 条 
件 来 看 , 嗓 可 以 用 对 x 取 傅 里 叶 变 换 , 也 可 以 用 对 1 取 拉 普 拉 斯 
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变换 来 求解 ,但 是 若 用 拉 普 拉 斯 变换 来 求解 ,在 对 方程 了 到 变 搞 后 ， 
得 到 象 函 数 关 于 z 的 二 阶 党 微分 方程 ,要 求 这 个 常 微分 方程 的 特 
解 ,必须 要 有 定 解 条 件 ,而 已 有 的 初始 条 件 在 建立 方程 时 已 经 用 过 
了 ,所 以 只 有 根据 物理 意义 另外 补充 条 件 ,问题 就 变 得 复杂 了 , 改 
下 面 用 傅 里 叶 变换 求解 , 记 

U(lw,t) = Flu(xr,t)], 
囊 通 过 对 方程 及 初始 条 件 取 变换 ,得 


了 
ra Di 一 fie3)2TTCaw Et) 三 一 w Uw,t), 


dz” 
-n+ ot >0, 
a 更 {o)， 
一 2 所 所 十 避 ， 
= 更 (oo)， 
de 1; =0 


其 中 
Blw) = Flg(x)], Vlw) = Fly(x)), 


解 上 述 方程 ,得 


和 


为 了 计算 道 变换 ,利用 欧 拉 (Euler} 公 式 , 把 cos wt 和 sin wt 用 指 
数 函 数 表 示 得 

UTC ,站 = Pe) (ei 二 是 3 + td (em 全 全 二 和 
下 面 以 计算 更 (wje” 为 例 说 明 如 和 何 求 这 一 项 的 逆 变 换 , 利用 
$2.1 中 所 引信 的 全 - 画 数 的 定 这 , 知 
下 [SCz + 21)| -| sz 十 二 Je dx = | er 一 dz 


Sn wot . 


a 本 ei ， 


所 以 
Fi[e”] = B(x + 4), 
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再 利用 健 里 叶 变 换 的 卷 积 性 质 知 
Fi[B(w)e] = P(r) 并 S(TrT+r) 


=| ace+ tjp(r — Ed€ = glx + £). 


其 他 几 项 也 可 类 似 计算 ,不 过 对 诸如 于 Lew 还 需要 利用 积分 性 


质 . 
最 后 所 得 到 的 解 的 表达 式 就 是 达 并 贝尔 公式 . 
9. 求解 下 列 初 值 问题 : 


au _ au ri 
了 十 RTA+m,t> 人 0, 
at axz2 {1+ zi)? 
u|,-n = 0， 
du 1 00 过 工 万 +5%. 


a :20 1+x2” 
从 方程 及 定 解 条 件 来 看 ,此 题 至 少 有 两 种 解法 ,其 一 是 利用 伟 
里 叶 变 换 来 解 ,其 二 是 行 波 法 .车 用 傅 里 叶 变 换 求解 ,就 要 过 到 求 
函数 1 二 及 -5 的 传 里 叶 变换 ,但 这 两 个 变换 都 不 容易 求 ， 
不 过 不 要 紧 , 可 以 不 必 把 变换 具体 求 出 来 ,因为 在 求 u(xz,z) 时 ， 
还 要 求 逆 变换 . 下面 就 具体 讲 , 记 


Flu(z,t)] =U(w,n), Fis 3]= oo),F [0] 


= f(w), 
则 通过 取 变 换 后 ,得 
dU, ee 


-+t >0, 
Er = 9， ~ < Kt) 所 十 2 ， 


dU 


He p(w), 
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由 此 不 难 解 得 
U(w,£) = ea 十 二 | gCo) 一 


下 面 的 任务 就 是 求 Utw,t) 关 于 w 的 逆 变 换 , 这 里 要 用 到 卷 积 性 
质 与 积分 性 质 , 例 如 


re] fe 
=3| Ja i i 
| 1 
1 


lan ts 
习 外 几 项 读者 可 以 自己 计算 出 来 ,要 注意 在 计算 sin ot 的 道 变 换 


时 ,应 将 sin wt 用 指数 函数 表示 出 来 , 即 


fei) 
La 


2 Jsin tr, 


[i — ew 
a ne 
21 


并 利用 下 [Sr -2)]j=e 及 FI6{(x+1)]=e"™. 


知 用 行 波 靶 求 解 应 注意 这 里 的 方程 是 非 齐 次 的 ,应 该 按 本 节 
一 开始 所 讲 的 方法 来 做 ,所 得 解 的 表达 式 为 


1 1 革 Ee [| Er 
人 站 + pS i 人 dtdr， 


右 端的 积分 并 不 难 算 ,答案 是 
1+(x+r): 
1 + 一 上 上) 


2 = 二 In 十 arctan x + 


2 [arctan (x + 1) — arctan (x -1)] - 


本 [arctan 《十 十 志 ) 十 arctan (x — #1)|. 
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10. 求 下 列 Goursat 问题 的 解 : 


Bw 
i z 多 0， 
ul = Br), 工 沁 上 0， 


其 中 pg(0) = yg(0). 

这 里 所 讲 的 Goursat 问题 是 一 个 未 涉及 过 的 新 问题 ,只 有 流 
动 方程 才 会 谈 到 , 它 的 提 法 与 初 值 问题 及 初 边 值 问题 都 不 向 .其 特 
点 是 定 解 条 件 中 的 已 知 数据 是 给 在 两 条 特征 线 上 .对 这 个 方程 而 
言 , 它 的 特征 线 是 


f+r 二 cons +t. 


特别 是 过 原点 有 两 条 特征 线 ,: =x 及 t= -+, 图 2.5 中 阴影 部 分 
是 求解 的 区 域 . 


图 2.5 
这 个 问题 仍 可 用 行 波 法 来 解 ， 


他 
t= r+ii, 
Ws 


则 原 问 题 变 为 
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a2 
| je = 0,€>0,9<0, 


| wo = gE),s20. 


通过 积分 可 得 通 解 为 
u(t,n) = 天 全) 二 gty), 
| 其 中 f,g 是 任意 函数 ,再 伐 人 边界 条 件 得 


9 (22)= f(0) + s(9)， 


| ¢()= Fe) + #0). 


2 
故 
i i 
f(€) = y(3)- gl0), 
= es 
g(n) p( 卫 | CD) ， 
即 
(了 二 1- 
ul£,7) = (3 j+ [2 ) f{0) — g(0). 
但 
Fl0) = g(t0) — g{0), 
g(0) = og(0) — F(0)., 
由 此 可 得 


p(0) + yO0) 
2 


(0) + g(0) = = gp(0), 
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因此 最 后 可 得 解 


u(x,y) = p[ 2 8 上 (0). 


$2.4 拉 普 拉 斯 万 程 的 格林 函数 法 


2.4.1 内 容 的 评述 


格林 函数 落 只 适用 于 拉 普 拉 斯 方程 与 泊 松 方程 ,教材 中 只 是 
以 三 维 方程 第 一 边 值 问题 (其 狄 利克 雷 问 题 ) 为 例 说 明了 这 个 方法 
的 基本 思想 以 及 两 个 特殊 区 域 (上 半空 间 ,\ 球 形 区 域 ) 内 格林 函数 
的 求法 ,将 二 维 方 程 的 问题 放 在 习题 里 了 . 


在 格林 孙 数 法 中 有 几 点 需要 特别 强调 : 
第 一 , 拉 普 拉 斯 方程 的 基本 解 
果 数 
2 2 天 <， 
Tir) =4" 
人 


r 


称 为 a 维 拉 普 拉 斯 方程 的 基本 解 ,其 中 是 R" 中 两 点 x = {zi1,…， 


,0=(z9,…,z0) 之 间 的 既 离 , 即 /二 /31(z, - x0)?. 有 时 


把 基本 解 写 成 


T{x) = 


其 中 ,an 是 R” 内 单位 球面 的 表面 积 . 
基本 解 的 主要 特征 是 在 x = x" 处 有 奇人 性 ,但 除了 这 一 点 以 外 
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它 满足 拉 普 拉 斯 方程 .在 x" 处 有 奇 性 很 重要 , 正 因为 这 一 点 才能 
获得 调和 函数 的 积分 表达 式 . 

第 二 ,调和 函数 的 积分 表达 式 

设 有 CR 是 有 界 区 域 , MI(z ,yz) 与 AMfoftzoyyoyvs0) 是 两 个 


点 :r=VI(z-zo) t+(y 一 yo 了 +(z~ zo ,TT 表示 0 的 边界 ,u 


是 2 内 的 调和 阔 数 , 则 利用 微 积 分 中 的 格林 公式 及 基本 解 的 特性 
可 得 


0,Mo & 卫 ， 
9 11 1 了 8 _ 
-人 os en | = 42ru( Mo), Mo ET, 
drut Mo), Mo € 0. 
所 以 在 0 内 可 以 把 调和 函数 表示 成 
al 1 9 
“MD) 可. 王仁 -二 路 jas 
这 就 是 调和 函数 的 积分 表达 式 , 它 说 明 只 要 知道 调和 函数 x 及 其 
法 向 导数 条 在 0 边界 P 上 的 值 ,就 可 确定 x 在 内 任 一 点 的 值 
但 这 个 式 子 并 不 能 直接 用 来 求解 拉 普 拉 斯 方程 的 边 值 问题 ,因为 
对 第 一 边 值 问题 只 已 知 x 在 愉 上 的 值 ,而 不 知道 22 在 了 上 的 值 ， 


对 第 二 边 值 问题 只 已 知 洒 在 P 上 的 值 ,而 不 知 x 在 P 上 的 值 ,所 
以 为 了 利用 它 表达 定 解 问题 的 解 ,就 必须 设法 消去 两 者 中 的 一 个 . 
例如 ,要 求解 第 一 边 值 问题 就 必须 消去 上 式 右 端 含 芭 的 一 项 , 若 


要 求解 第 二 边 值 问题 就 应 设法 消去 合 x 的 项 ,教材 是 利用 它 求 第 
一 边 值 问题 的 解 ,其实 读者 也 可 以 采用 那里 的 方法 引入 类 似 于 格 
林 函 数 的 一 个 新 郑 数 ,以 表达 第 二 边 值 问题 的 解 . 

第 二 ,格林 孙 数 


基 子 上 述 的 思想 ,为 消去 调和 函数 积分 表达 式 右 端 含 3 二 的 
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项 , 故 引 入 了 一 个 “新 "函数 一 一 格林 函数 , 它 是 点 邮 与 Mo 的 孙 
数 , 记 作 GCM, Mo) ,其 表达 式 为 
G{M, Mo) 二 


加 4rrarM 


= 
其 中 ”由 


i 1 
二 TM MM rn 


oe 


I = 0, 在 内 ， 


确定 , 即 为 了 确定 格林 函数 G(M,Mo) ,必须 先 确定 ,而 确定 v 
又 需要 求解 一 个 特殊 的 第 一 边 值 问题 ,所 谓 特 殊 是 指 边 界 条 件 中 
右 端 项 (或 称 边 界 数据 ) 正 好 是 基本 解 在 边界 厂 上 的 值 .所 以 略 林 
函数 法 的 实质 是 将 在 0 内 求 一 般 的 第 一 边界 问题 { 即 边界 数据 是 
卫 土 的 任意 图 数 ) 转 化 为 求 一 个 特殊 的 第 一 边 值 问题 . 

一 般 来 说 ,这 个 特殊 的 边 值 问题 也 不 容易 求解 ,幸好 对 特殊 的 
区 域 ,格林 函数 可 以 由 其 物理 意义 用 初等 的 方法 来 获得 ,从 这 个 角 
度 看 ,格林 函数 方法 还 是 有 意义 的 . 


2.4.2 习题 的 释疑 与 启示 
1. 证 明 平 面 上 的 格林 公式 
je Vu a Viv)do = j{s 了 入 一 对 jd, 

其 中 C 是 区 域 吕 的 边界 曲线 ,ds 是 弧 微分 . 

这 个 结果 的 证 明 并 不 困难 ,完全 可 以 仿效 教材 中 对 三 维 情形 
的 做 法 ,在 三 维 情 形 是 从 高 斯 公式 出 发 ,在 二 维 情形 则 是 利用 二 重 
积分 的 格林 公式 ,当然 这 里 仍然 要 假设 活 数 ,wv 在 内 二 次 连续 
可 微 ,在 也 (DP+C) 上 一 次 连续 可 微 .应 该 注意 的 是 ,这 里 应 利用 
下 列 形 式 的 略 林 公式 


可 他 
| 十 drdy = | (Peos a + Qcos Bds, 
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其 中 (cos a ,cos 8) 是 C 上 单位 外 法 向 量 ,P 与 Q 在 D 上 连续 ,在 
D 内 一 次 连续 可 微 ， 
2. 验证 4 -in 是 二 维 拉 普 拉 斯 方程 的 解 ( 称 为 基本 解 ), 其 中 


只 要 证 明 除 (zo, yo) 以 外 ,这 个 函数 满足 二 维 拉 普 拉 斯 方程 . 
3. 在 二 维 情况 建立 调和 了 妙 数 ,类 似 于 公式 (4.12) 的 积分 表达 
趟 : 
这 里 所 说 的 公式 (4.12) 就 是 在 2.4,1 小 节 中 上 所 讲 的 调和 函数 
的 积分 表达 式 . 与 三 维 情形 的 相同 之 处 是 :(1) 都 从 第 二 略 林 公式 
出 发 ,(2} 基本 解 在 点 (zo,yo) 有 奇 性 .与 三 维 情 形 的 不 同 之 处 是 : 
在 二 维 人 情形 为 了 避 开 基本 解 的 奇 性 ,如 图 2.6 在 昱 内 挖 出 一 个 以 
Mo( ro; yo) 为 中 心 、 以 E 为 半径 的 圆 域 品 . 
以 吕 表示 平面 上 的 一 个 区 域 ,其 边 
界 为 ,以 DD, 表示 位 于 内 的 以 Mo 
(xo;y 30) 为 圆心、 [3 为 半径 的 圆 ,其 边 
界 为 了 . 令 是 0 内 的 调和 阔 数 , 它 在 人 
上 是 一 次 连续 可 微 的 , 记 v= In 二 
a 
V(r- ror +(y- yo) 
内 ,就 x ,wv 利用 第 二 格林 公式 得 


J [nm Viux — u viln jdzdy 一 | [In 二 
QD 2 2 r+r, Le 


dD 1 
一 下 三 )ja 


即 
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然后 与 二 维 情 形 做 一 样 的 处 理 , 可 得 
2 AT0) = 二 J 一 tu a 
4. 试 定义 平面 问题 的 格林 函数 ,并 导出 类 似 于 (4.231) 的 平面 
上 狼 氏 问题 解 的 表达 式 . 
和 三 维 情形 一 样 ,第 3 题 中 所 导出 的 调和 肾 数 的 积分 表达 式 
不 能 直接 用 于 求解 拉 普 拉 斯 方程 的 边 值 问题 ,因为 该 式 的 右 端 积 


分 中 既 含 有 x 又 含有 5 ,要 想 用 它 表 示 狄 氏 问 题 的 解 ,就 要 设法 
消去 5 ,为 此 任 取 一 个 在 Q 内 的 调和 函数 w, 且 设 。 在 了 上 是 一 
次 连续 可 微 的 ,由 第 二 格林 公式 得 
可 A 

0 = js 2 一 起 7 | 呈 
这 里 的 " 就 是 第 3 题 中 所 说 的 调和 函数 .将 两 式 相 减 ,得 

9 1 9 1 1, I 9 

ut{Ain) = 上 «| 3 a Cp 一 | 


9n 2x9n 2 
取 wv 满足 


ds 


TD 


全 


这 里 的 明 数 GCM ,Afo) 就 是 二 维 拉 普 拉 斯 的 格林 画 数 ,利用 格林 
抠 数 可 以 把 二 维 狱 氏 问题 
Pw = 人 ,在 总 内， 
， = ptMI,MET 
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的 解 表 示 为 


tfo) = 一 j Cs 


dn 


其 中 Mo 是 0 内 任 一 点 . 
5. 求证 图 域 z? + y* 志 RR* 的 格林 销 数 为 


G(M,M0) = 光志 二 加 全 
"2a rmm po ra ml 


并 由 此 推出 圈 内 狭 氏 问题 的 泊 松 公式 (2.36) 定 . 
按照 定义 ,二 维 问题 的 格林 函数 为 


G(M, Mo) = 六 


] 


FMM 
其 中 由 
V2 一 0 ,在 | 内 ， 
eR 
也 | a 37ln ream 多 1 
确定 ， 


FM = (Ro tt yo)” 

为 了 求 出 GCCM Mo), 只 要 求 出 调和 函数 vw. 对 于 图 形 区 域 
2, 我 们 采用 教材 34.4 中 关于 球 域 所 用 的 方法 一 一 镜像 法 ,如 图 
2.7.C(0M ,M0) 右 端的 Mi 是 Mo 关于 圆周 384 的 反 演 点 , 即 满足 

OMs - OM，- R?, 
其 中 点 O 是 圆 瑾 只 的 圆心 , 民 是 其 半径 .推导 的 细节 与 球 域 情形 
完全 一 样 ,请 读者 自己 完成 . 
记 OMo= po ,OMi== p01,OM = 0p, 人 MOMo= YY, 册 余弦 定理 得 


rum = vy eo + -200pcos y， 


省 题 和 中 !2.33) 应 改 成 (2.361). 
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图 2,7 
i 
ri MM 三 PL + 上 加 一 2OrPDCcps 2 
由 于 
PoPL 一 R* 
故 
GM , Mo) 二 元 |n -天 一 天 -一 二 
AD6 十 奋 一 2p0pens 
ln 天 一 一 一 -| 
A RI op 一 2 民 “oopcos 7 
由 此 式 再 求 出 
aG| _ 936 | NE 
dn 1 da p= 二 民 2nR pa 十 R? = 2p0R eos 7 


若 令 xOM6 = ,了 XOM =8, 则 y=8-- 6. 由 ds= Rd8, 则 得 
圆 内 儿 兵 问题 的 解 为 
_ 4 
“(pos to) ol、 Wg ) 六 + po -- 2Rpocos( 0 — 0) 
这 就 是 (2.36) 所 表示 的 党 松 公 式 , 其 中 g(t9) 是 狄 氏 问题 的 边界 数 
据 . 
6. 用 格林 熙 数 法 求 下 列 问 题 


dy 
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taz + Uyy = 0, AAA+ my>0, 
1 = g(x), 一 0 二 00 
的 解 . 
这 个 题 是 在 上 半 平 面 内 求解 狄 氏 问题 . 类似 于 教材 §$4.4 中 
上 半空 间 的 犹 氏 癌 题 的 做 法 , 先 要 找 出 上 半空 间 内 的 烙 村 函数 .如 


图 2.8 所 示 ,函数 寺 ln 1! 当 M 落 在 上 半 平 面 内 时 是 调和 函 


和 
FMM 


数 , 且 当 y=0 时 ( 即 M 点 落 在 上 平平 面 的 边界 上 ),In 一 = 


ThA MA 


In 一 一 , 故 上 半 和 平面 的 烙 林 函数 为 


3 
Fm MM 


MM rm mM 


Vr Zo) + (y+ yo)” 


1 1 1 | 1] ?TMM 
a 一 一 |] ] > ! 
CUM " 2 rum 


1 


ln ， 
机 人 


2 


M(xo, 一 区 ] 
图 2.8 
对 上 半 平 面 而 育 , 其 边界 的 外 法 向 方向 就 是 y 轴 的 负 方 向 , 故 
aG aG| _1 四 


dnlr dyiyso T(r- ro t+ ys 
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因此 ,所 求 的 狄 氏 问题 的 解 为 
vo 


li” 
u(xo,yo) me i[ es ro) 可 


如 朵 把 (xo,yo) 用 (xz,y) 代 替 , 则 解 可 表 水 成 


u(r,y) = = Cd 


P(X)dr, 
30 


江 


$2.5 贝 塞 尔 函 数 


教材 中 第 五 章 与 第 六 章 是 讲 特殊 函数 的 ,一 个 是 贝 塞 尔 郑 数 ， 
另 一 个 是 勒 让 德 多 项 式 , 但 特殊 函数 决 不 是 只 有 这 两 种 .什么 呀 特 
珠 画 数 ” 没有 一 个 确切 的 定义 .通常 的 理解 包含 两 个 含义 ;第 一 ， 
这 些 隔 数 在 解决 工程 实际 问题 时 有 重要 的 作用 ,地 位 特殊 ;第 二 ， 
这 些 函 数 一 般 说 来 不 是 初等 函数 , 即 不 能 由 五 种 基本 初等 函数 通 
过 四 则 运算 和 姜 方 . 开 方 来 得 到 ,一 般 情 况 下 它们 都 是 用 收 伍 的 无 
穷 级 来 表达 . 接 下 来 讲 员 塞 尔 函 数 . 


2.5.1 内 容 的 评述 


在 圆 形 区 域 或 圆柱 形 区 域内 求解 定 解 间 题 时 ,就 会 出 现下 列 
形式 的 二 阶 线 往常 微分 方程 


其 中 为 常数 ,这 个 方程 就 称 为 » 阶 页 塞 尔 方程 , 它 有 什么 特点 
呢 ? 首先 它 是 一 个 变 系 数 的 二 阶 线 性 常 微 分 方程 ,其 次 是 yy 与 > 
前 的 系数 在 z=0 处 为 零 , 即 在 .x =0 处 方程 退化 了 ,如 果 用 x? 除 
方程 两 端 , 则 y 与 y' 前 的 系数 在 x =0 时 有 奇 性 . 正 因 为 如 此 ,所 
以 在 用 顶级 数 法 求解 时 ,要 设 解 为 


全 

Ee -™] 器 

人 
三 疾 
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方程 的 解 就 称 为 = 阶 贝 塞 尔 函 数 .利用 级 数 解 法 可 得 它 的 璀 个 特 
解 


ne 大 + 和 Fr 


a 本 mr 
人 2 1 2?+2mpt tT nt mt1) 


一 队 十 将 
He 


eS 2 D 2 "tm 一 及 十 x 十 1)” 


其 中 T(x) 是 -函数 .为 了 和 其 他 类 型 的 贝 塞 尔 消 数 模 区 分 ,我 
们 称 J (x),J..(x) 是 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 . 
对 于 内 塞 尔 方程 和 贝 塞 尔 血 数 , 应 该 强调 以 下 几 点 : 
(1) 贝 塞 尔 方 程 的 通 解 
当 n 不 是 整数 旦 2 关 0 时 ,可 以 看 出 J,(x) 与 (xz) 是 线性 
无 关 的 ,这 是 因为 几 (0)=0,J ,0)= %. 所 以 这 时 贝 塞 尔 方程 的 
通 解 为 
Ts 
其 中 Ci, Cs 是 任意 常数 . 当 n=0 时 ,我 们 只 得 到 了 一 个 特 解 
Jotz) ,要 想得到 通 解 还 必须 找到 一 个 与 ofz) 线 性 无 关 的 特 解 . 
当 n 为 整数 时 ,容易 说 明 J (x ) 与 1,(zx) 是 线性 相关 的 ,所 以 它 
们 也 不 能 构成 通 解 .总 之 , 当 nn 为 零 及 整数 时 还 要 找 一 个 与 J, ( x) 
线性 无 关 的 特 解 ,这 个 解 就 是 第 二 类 贝 塞 尔 函 数 , 它 的 定 尽 为 
J (位 Jeos nx a) 4 关 整数 ， 


Y (x) = Sin HT 
OT , Jtr)cos an— J_lr) 
lit 一 一 一 一 一 一 一 一 一 ,nn 二 整数. 
PE Sl OT 


因此 ,不 论 nx 是 否 为 整数 及 零 , 贝 塞 尔 方程 的 通 解 均 可 表示 为 
WC 

特别 应 该 强调 的 是 :J, (xz) 表示 一 个 在 整个 数 轴 上 都 收敛 的 窜 级 

数 的 和 ,所 以 它 在 每 个 指定 的 点 都 卫 有 限 的 值 , 特 别 是 在 过 =0 处 

的 值 7.(0) 是 有 限 的 ,而 Y(z) 在 zx=0 处 的 值 为 无 穷 大 .这 个 事 
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实 对 于 利用 贝 塞 尔 函 数 求解 定 解 问题 非常 重要 . 

(2) 由 塞 尔 的 递 推 关 系 

当 x 取 不 同 值 时 就 得 到 不 同 阶 的 贝 塞 尔 函数 ,而 这 些 不 同 阶 
的 由 塞 尔 函 数 之 间 是 存在 一 定 关 系 的 ,这 些 关 系 称 为 递 推 关 系 . 以 
第 一 类 贝 塞 尔 畏 数 为 例 ,它们 是 


Jr) 一 一 .由 《 工 ] 
[zfi(z)] = zlolx}, 
[ze)] = zz 

村 

Ere) (re), 


(x) + lz) = 全 (zz)， 


Ju_1tr) — J r(x) 三 2 (zx). 

这 些 公式 有 什么 作用 呢 ? 第 一 ,对 计算 贝 塞 尔 函 数 的 值 很 有 用 . 例 
如 ,只 要 已 知 了 零 阶 和 一 阶 贝 塞 尔 函 数 在 某 点 处 的 值 ,就 可 求 出 
jz 在 该 点 的 值 , 有 了 (xx) 与 Jj;(xx) 在 该 点 的 值 双 可 求 出 
Ja(zz) 在 该 点 的 值 , 依 此 类 推 就 可 以 把 所 有 正 整 数 阶 贝 塞 尔 联 数 
的 值 计算 出 来 .类 似 地 ,车 已 知 Jo(xz),J 1,{z) 的 值 则 可 以 计算 所 
有 负 整 数 阶 贝 塞 尔 函 数 的 值 ;第 二 ,在 计算 一 些 包 含有 贝 塞 尔 函数 
的 积分 时 ,也 要 利用 这 些 递 推 关 系 ,特别 是 在 计算 一 个 函数 按 贝 塞 
尔 函 数 系 展开 式 的 系数 时 就 是 如 此 . 

(3) 贝 塞 尔 函 数 系 的 正 交 完全 性 

在 谈 到 贝 塞 尔 函数 系 时 ,首先 要 搞 清 楚 它 是 由 哪些 函数 组 成 
的 .可 以 证 明 :对 任意 n ,函数 .J,(x) 有 无 穷 多 个 单 重 实 的 零点 ,而 
且 这 些 零 点 在 数 轴 上 关于 原点 是 对 称 分 布 的 .以 we)(m = 1,2， 
…) 表 示 J,(z) 所 有 非 负 的 零点 ,R 表示 任意 固定 的 正 数 , 则 所 说 


的 丽 数 系 就 是 |7 (和 


【他 


x) (m=1,2,.). 
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此 外 ,这 里 所 说 的 正 交 性 ,也 与 本 书 第 一 章 所 讲 的 三 角 函 数 系 
的 正 交 性 有 所 不 同 , 它 是 一 种 叫做 带 权 的 正 奖 性 ,这 种 正 交 性 在 教 
材 的 $2.6 中 已 经 提 到 过 .具体 地 讲 , 上 述 函 数 系 有 如 下 的 正 交 性 


a pn a 
ea R < R zjuz 


0)， 79 了 中， 
= 2 立 
2 (pW ) = J ?4 二 呈 ， 


Cn 
mt 


即 | {4 [Cm =1,2,…). 在 [0,R] 上 关于 权 函 数 x 是 正 交 


RR 
的 . 
， ny 

除了 正 交 性 以 外 ,函数 系 | 1 -x (m= 1,2,…) 还 是 完 
全 的 ,所 谓 完全 性 是 指 除 了 这 个 函数 系 中 的 函数 彼此 正 交 外 不 存 
在 其 他 的 非 零 蚌 数 与 这 个 系 中 的 所 有 上 是 数 都 正 交 . 正 因为 这 个 函 
数 系 是 完全 的 ,所 以 一 个 函数 /(z) ,只 要 满足 一 些 条 件 就 可 以 按 
这 个 函数 系 进行 展开 , 即 f(x) 可 以 表示 为 


mm i 
f(z) -= 站 4,7,[ 往 se 
利用 正 交 性 即 可 求 得 系数 4。 为 


1 B Pp 

An = | cfr | 
Er ce | R 

初学 贝 塞 尔 函 数 时 会 感到 有 些 困 难 , 主 要 原因 是 用 级 数 方法 

求 贝 塞 尔 方程 的 解 时 ,运算 比较 繁琐 ,在 获得 级 数 一 般 项 的 系数 

时 ,还 需要 一 些 技巧 .此 外 ,在 计算 展开 式 的 系数 A,, 时 ,要 利用 贝 

塞 尔 函 数 的 递 推 闫 系 , 只 要 多 加 练习 ,读者 就 能 很 好 地 掌握 .本章 


的 核心 就 是 上 面 所 简 述 的 三 条 内 容 . 


小 


jaz， 二 1 ,2 
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2.5.2 习题 的 释疑 与 启示 


1. 当 为 正 幕 数 时 ,讨论 J (zx) 的 收 人 证 范围 . 
该 题 属于 微 积 分 的 范畴 ,在 教材 中 我 们 已 经 指出 过 用 达 关 内 
尔 判 别 法 . 达 朗 贝尔 判别 法 也 叫 比 值 兰 别 法 , 设 有 一 个 无 穷 级 数 


Dna; ,如 果 
| lim < 
则 >,av 是 绝对 收 化 的 . 
上 面 的 条 件 可 以 放宽 为 
Im es | = p< 1. 
当 x 为 正 整 数 时 


二 + 
Er 


ml{tm + na)! 


T(r) 二 PS 1)™ Ft 
其 通 项 为 


+2 nr 
可 


mitm+ n)! 
在 利用 达 朗 贝尔 判别 法 时 要 注意 , 当 mr 一 时 ,将 任意 固定 在 
某 个 值 . 

2. 写 出 (zr),Ji(z),J,(z){n 是 于 整数 ) 级 数 表示 式 的 前 
$5 项 . 

这 个 题 很 容易 ,只 要 从 它们 的 表达 式 出 发 即 可 写 出 , 故 答案 
申 . 

3. 证 明 jo,_1(0)=0, 其 中 =1,2,3,…. 

直接 由 ,1(x) 的 表达 式 即 可 验 明 这 个 结果 , 其实 除 了 
Jot0) 二 1 以 外 ,对 所 有 n>0 都 有 J,(0)=0. 


Hm 一 《一 12” Dn tm 
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4. lo(ar)=? 

这 里 只 要 利用 复合 畏 数 微分 法 及 Jnfz)= -Ji(z), 即 醋 得 
到 答案 ， 

5. 所 [zhi(ar)]=? 


与 上 一 题解 法 类 似 . 
6. 计算 积分 


(1) | #2 x)dz; 
(2) EAC SIE 


(1) 中 的 被 积 函 数 是 xJ;(x), 我 们 费 设 法 利用 递 推 关 系 将 它 
化 成 名 以 直接 求 出 原 函 数 的 形式 .由 


Ez Wo(z)] = nil) 


可 得 
E(x) = nl (Cr) = (i) 
取 n=1, 得 
Tr) = (x x(x) 
故 


| raz)dz = | ua)dz -| az)da 


=- Jo(r)— xh(r) + | (rz)dz 
=— 2J0(x) 一 二 + 全. 
(2) 中 被 积 函 数 为 z*"* J, (azx),J, 中 的 变量 是 wzr ,所 以 先 要 
作 变 量 代 换 . 令 = ar , 夏 
Je, Car)dz = Ei] etd 
a 


青 利 用 递 推 关 系 
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[xys(z] 二 
证 


读者 可 以 把 结果 写 出 来 . 
7. 证明 y= J (wz) 为 方程 
xiy + xy + (oatxr: ~ ni)y=0 
的 解 . 
这 题 很 容易 做 ,只 要 记 往 J,{xz) 是 x 阶 跨 塞 尔 方 程 的 解 并 利 


用 复合 函数 微分 法 . 
8. 证 明 


jz) = 记 [eos (z -至 )+ sin (x- 圣 )]， 


Tstr) -ff 二 二 jsin (XC— nn) 十 二 cos (+ 一 r) | 


前 面 已 经 说 过 ,一 般 情况 下 贝 塞 尔 函 数 只 能 用 收敛 的 无 穷 级 
数 来 表达 ,但 对 特殊 情形 , 它 也 是 初等 函数 .在 教材 中 已 经 推导 过 
有 1(z) 与 了 -3(z) 的 表示 式 ,得 


J1{r) = -sin 3 
J_1(7) = | -cos ro 


以 这 两 个 表达 式 为 基础 ,借助 递 推 关系 可 得 到 Ta (x) 的 表达 
式 . 例 如 


J3(x) = (家 -7-3tz) 
了 2 
an TC 一 一 CoOSs . 工 
TN Ar Nz 


| 2 全 ) 
一 NT COSI 
NTT 


再 利用 三 角 函 数 的 公式 即 可 得 到 管 案 .对 J3(x) 亦 可 类 似 处 理 . 
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9. 试 证 y= zzJ3a(z) 是 方程 
Ty 4 Cr 2)v=0 

的 一 个 解 ， 

直接 将 王 数 代 人 即 可 ,过 程 略 . 

10. 试 证 y= zx),{x) 是 方程 

riy -ry +{1l+r—- ni)y=0 

的 一 个 解 . 

直接 将 函数 代 人 即 可 ,但 要 注意 ,这 里 一 阶 导 数 y 前 的 系数 
是 一 xz, 而 贝 赛 尔 方 程 中 y 前 的 系数 是 了 . 

11. 设 A(i 二 1,2,3,"…) 是 方程 1(x)=0 的 正 根 ,将 函数 

(守信 {Or<1) 


展开 成 几 塞 尔 函 数 JaAiz) 的 级 数 . 

将 郴 数 展开 成 贝 塞 尔 函 数 系 的 级 数 的 问题 在 前 面 已 经 复习 过 
了 ,关键 在 于 计算 展开 式 中 的 系数 .这 里 有 有 一 点 需要 指出 , 即 x = 人 0 
也 是 J (x) 的 一 个 零点 ,也 就 是 说 ,10,41 .Ap 构成 站 (z) 
的 所 有 非 针 零点 , 国 数 系 |1JiC0z) ,nazitz=1,2,3,…) 才 构成 
正 交 完全 系 , 央 为 /1(0)=0, 所 以 在 展开 式 中 没有 .Ji{0x) 这 一 项 . 
设 


r= > Ah), 
1 二 由 


则 
4. = -> 
本 JofA，) 
如 何 计 算 右 师 的 积分 ” 方法 不 止 一 种 ,可 先 作 变量 代 换 , 令 ,z= 
+ , 则 


1 
| zh)dz. 


站 
4 0 Ms Da 
中 I z 
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一 


一 个 方法 是 利用 递 推 基 系 , 即 
[ya(z)] = wx) 
联 w=2, 则 
由 
Pandar = = "(ld 
| 4 
| 
“ 
三 总 
故 
2 
A, = 一 
了 
所 得 展开 式 为 
2 站 0<r<1. 


wl Ra 
另 一 个 方法 是 利用 J6(t) = 二 ~ J(t), 故 


A A A A 
| i J (tdt = -| (人 Raita 十 ?| tjo(t)di 
用 性 a 0 
册 利 用 
SLC)] = Wolt) 


可 得 
| ad = — AZJolA,) + 2LH (CE) =— A7Jolai) 
恬 
故 
i 
A 
所 得 展开 式 为 


二 la) OC rel 
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两 种 算法 所 得 的 结果 不 一 样 ,是 否 有 问题 呢 ? 其 实 ,两 个 结果 都 是 
正确 的 ,如 果 利 用 递 推 关系 
Nr) Jri(z) = Sa(x) 


就 可 以 说 明 两 者 是 相等 的 ,读者 可 以 自己 去 证 明 . 这 个 事实 告诉 我 
们 :有 时 计算 含有 贝 塞 尔 函 数 的 积分 时 ,可 能 所 得 结果 不 相 启 ,但 
不 要 怕 ,不 妨 表 选择 适当 的 弟 推 关系 将 结果 进行 相互 转化 . 

12. 设 ali=12,3,…) 是 六 (zl)=0 的 正 根 ,将 画 数 大 全 ) 一 
xf(0<zcxti) 展 开 成 只 塞 尔 函 数 万 (aiz) 的 级 数 . 

在 计算 展开 式 的 系数 时 , 遇 到 下 列 积分 时 


] 
| zz xiolaw dr = lI x oar)dr. 
心 [NH 
先 要 进行 换 元 , 今 1 一 ax, 则 
1 虱 
| ayo(aix)dz = | Ce 
0 a 
那么 , 右 吴 的 积分 如 何 算 呢 ? 要 设法 利用 递 推 关 系 , 内 为 
ated 
所 以 
[NAGE Ws - tJo(r)dr 
0 站 
= ea0ato 
= #27(2))" - 2| 2)d 
习 站 
=ajita) -2 ep)dt 
0 


=aJi(a,) - ?| 全 [tja(e)]dt 
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=a7fa) -20a J,(0). 
还 可 以 简化 , 因 
Jo(a) + Ja(a) = 之]1(a,)( 想 想 为 什么 ?) 


但 Joke,)=0, 故 J2(@4) = 二 Fi(ai) 


因此 
| Bot)dr = C0 - 4a (a) 
读者 可 自己 整理 一 下 ,把 级 数 展开 式 写 出 来 . 

从 上 面 的 计算 过 程 可 以 着 出 ,主要 的 技巧 是 利用 微分 形式 的 
递 推 关系 把 被 积 函数 写成 可 以 分 部 积分 的 形式 ， 

13. 设 af(i=1,2,3…) 是 方程 Jof27r)=0 的 正 根 , 将 郴 数 

1]， 人 10< rs 1， 
uh r= 1, 
0， 1 之 rr 人 2 
展开 成 贝 塞 尔 函 数 万 (az) 的 级 数 ， 

该 题 有 丙 点 需要 注意 ,一 是 展 开 的 区 间 是 [0,2] ,而 不 是 [0,1 | 
二 是 a, 是 Jo(2z)=0 的 正 根 (部 J。(2a,)=0), 而 不 是 Jo(x) =0 的 
正 根 . 题 日 要 求 把 并) 按 |Jotazre) (i ==1,2,3,…) 进 行 展开 ,但 这 
种 展开 是 否 合理 ?等 案 是 肯定 的 ,因为 2 是 J。(x) 的 正 零 点 ,展开 
区 间 的 长 度 尺 =2, 所 以 函数 系 全 辣 1 =1,2,…) 是 正 交 完 
全 系 , 故 f(z) 可 以 按 iJotasz)i 展 开 . 

设 

f(r) = OA, Jolax) 
其 中 
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1 
| rn(ar dr, 


由 


"ee 
这 个 积分 很 容易 计算 ,这 里 要 特别 注意 的 是 :4; 表达 式 中 的 分 母 


2 2 
是 二?(24,) 而 不 是 污 -J?(a1) ,这 是 因为 24; 才 是 Jofz) 的 正夫 


14. 把 定义 在 [0,s] 上 的 函数 展开 成 贝 塞 尔 函 数 Ja[ 2 的 
级 数 ,其 中 “ 是 jz) 的 正 零点 . 
此 题 没 有 任何 困难 ,只 要 把 原来 公式 中 的 RR 换 成 a 即 可 . 
15. 在 10=1,2,3,…) 是 帮 (z) 的 正 零点 ,证 明 
0 ， z 天 了， 
人 ; A 站 
站 区 区 


要 证 明示 数 系 | Jo[ 全 > }|(z = 1,2,3,…) 在 [0,R] 上 是 带 权 


函数 x 的 正 交 系 ,但 这 里 的 正 交 性 与 前 面 所 讲 贝 塞 尔 函 数 系 的 正 
交 性 有 所 不 同 ,因为 现在 的 1 不 是 矿 (z) 的 正 霍 点 ,而 是 ] (xz) 的 
正 零 点 
证 明 的 方法 与 教材 $5.5 中 所 用 的 方法 完全 相同 , 令 
a Jo( 二 a 


则 它们 分 别 满足 
| > ts ( 宕 ) Pa) =0， 


i 


[> |]+ a xF{x) = 0. 
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以 下, 乘 第 一 个 方程 .F 乘 第 二 个 方程 并 相 减 ,再 在 [0,R] 上 积分 
可 得 : 
Fe 
| do (gr Nolar)dz = | oa ) Re- TtaR)) 一 
人 本 
用， 
Jo(aR)R(- (a) 完 ]] 
a Rajo(A} toaR) 
7 
(RS 
A 
下 面 分 两 种 情况 来 讨论 :(1) i 关 } 并 取 a= 记 (2) i=j. 对 i 


=j 的 情形 需要 求 当 右 端 4 一 完 时 的 极限 ,这 是 一 个 他- 型 的 不 害 
型 ,利用 治 必 达 法 则 ,在 求 分 子 的 导数 时 ,利用 递 推 关系 
总 [zi(z)] = zjo(z) 

比较 方便 ， 

对 该 题 ,最 后 还 要 补充 一 点 , 即 | J。 汪 ) | 不 是 完全 系 ,因为 
Ji(z) 还 有 一 个 零点 =0, 而 Jo(0) =1, 所 以 郴 数 系 

a 

才 是 完全 的 . 这 就 是 说 ,一 个 函数 只 有 对 这 个 函数 系 才能 展开 成 级 


数 . 
16. 利用 递 推 公式 证 明 


(D) Ja(z)= ICz) -oz)) 


(2) Jr)+31nfr)+470t)=0， 
要 证 有 明 (1) 只 要 在 北 推 其 系 
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hatT} — n(x) = rrrt) 
取 n=1 及 Joltzr)= -Ji(X) 来 获得 
为 了 证 明 (2) ,我 们 在 递 推 基 系 
de 
中 分 别 取 n=1 及 n=2 得 到 两 个 关系 ,然后 消去 J(x) 并 利用 
Jotx}= 一 J1(Xx) 得 到 . 
17. 试 证 
[ote)dr =x r+ tn 1)r" or) 一 


J 


fx 一 ?| Jo(l xr)dr. 
用 递 推 关 系 
Ez)] = zj1o(z) 及 Jo(r) =- (7) 

和 分 部 积分 法 即 可 证 明 上 述 结果 

18. 试 解 下 列 贺 术 区 域 的 边 值 向 题 ; 在 图 柱 内 Ax =0, 在 加 村 
侧面 x1,-,。=0, 在 下 底 1.-0o=0,. 在 上 底 x1.-，, = 全. 

为 解 此 题 , 先 要 注意 两 点 :一 是 区 域 的 形状 ,根据 这 个 形状 选 
取 适 当 的 坐标 系 ;二 是 定 解 问题 中 已 知 项 的 特点 ,其 中 包括 方程 的 
自 山 项 及 定 解 条 件 , 现 在 的 求解 区 域 是 贺 柱 形 区 域 ,其 半径 为 4， 
高 为 ,所 以 选 圆柱 坐标 系 比较 方便 ,在 这 个 坐标 系 中 区 域 的 边界 
方程 只 含有 一 个 自 变 量 , 即 变 旦 已 经 分 离 , 在 柱 坐 标 系 中 


-工人 3 上 2 ou 
A p | 二 人 
边界 条 件 有 三 个 : 
Up=a = 0 l= 0 


方程 的 自由 项 及 边界 条 件 均 与 8 无 关 , 克 可 推 知 解 x 也 应 与 8 无 
关 . 于 是 所 要 求解 的 定 解 问题 为 
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1 9 O° 
1 | #0 p<ad<r<h, 


lp 9p\ ao 上 dz 

Ja， ,= 0, 0 和 zz 所 肯 ， 

ed PE a) 

[i Pd. 
利用 分 离 变 量 法 , 令 


EPZ = Rip)ZU2) 
代 人 方程 并 进行 变量 分 离 可 得 
2Z -jp2 = 0, ww > 0 是 待定 的 常数 ， 
RR HR = 0， 
站 
Z{0) = 0， 
有 Ra = 0. 
由 此 可 以 解 得 
A = 2Csh (vy pz )， 
R(p) = CiJoCV pe) a Yoly Ap) 
由 于 lute,z)| 之 %%,- 故 C,=0, 即 
RI(p) = Cjoly pn) 
利用 关于 R 的 边界 条 件 得 
Jolv pa) = 0 
即 v pa 必 Jolz) 的 正 零 点 ,以 4,(i=1,2,…) 表 示 Jo{xz) 的 所 有 正 
零点 , 则 


Ver) 


via = A 1,2,. 
故 


从 而 所 求 的 解 为 
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ee 


剩 下 的 问题 是 确定 系数 C, ,由 u 在 上 上 底 的 条 件 得 
4 = PCsh (Sa J { tp}. 
内 A V1 
这 说 明 Cish { 24 ] 是 A 按 | 3p]| 在 0,a] 上 展开 的 系数 , 即 


" A, ” r 
ca 人- aa 人 ji 
oa 习 
右 端 的 积分 很 容易 计算 .将 由 此 所 得 的 局; 代 人 解 的 表达 式 即 得 所 
求 的 解 .运算 的 细节 ,请 读者 自行 完成 . 
19. 解 下 列 定 解 问题 


[9 (2 1 du 

-一 一 一 一 -十 一 一 一 < 

a 0 i t>0,0<Qp < EK, 
1 2 | | 

“i Rs el 0 


=0, :>0. 
FP=RR 


lz | < Ou 
器 三 出 


忆 


若 方程 痪 成 非 齐 次 的 , 即 
2 二 B(B 为 常数 )， 


而 所 有 定 解 条 件 均 为 等 , 试 求 其 解 . 

这 个 定 解 问 题 描述 了 图 形 薄 膜 的 振动 ,而 且 位 移 x 与 9 无 
关 . 这 里 包 会 两 种 情况 ,一 种 情况 是 膜 不 受 外 力 , 拓 动 是 申 初始 位 
移 引 起 的 ; 男 一 种 情况 是 振动 仅 由 一 个 定常 的 力 引起 的 . 

(一 ) 齐 次 方程 的 情形 

用 分 离 变 量 法 , 令 

utp,t) = Ri(p}T(#) 

代 人 方程 得 
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Tv R” + LR’ ， 
区 =- 让 (8 待定 )， 


即 
0 
oR toR + Po R=0. 

第 一 个 方程 的 通 解 是 

T(t) = Cleos aBt + Cosin aft, 
第 二 个 方程 是 零 阶 贝 塞 尔 方 程 , 它 的 通 解 为 

Rip) = DifotBo) + Da Yn Bo). 
由 |u1i,_o< 吕 得 RIO)<%, 故 D,=0. 
再 由 ul,.r=0 得 Jo(tBR)=0, 即 BR 是 Jo(x) 的 正 零 感 .以 A(i= 
1,2,"…) 表 小 Jo(xY) 的 所 有 正 零 点 , 则 


总 到 号， (2 去 1 ,2,..…). 
是 定 解 问题 对 应 的 特征 值 , 相 应 的 特征 函数 为 fn[ po) .将 有 代 
和 人 T(t) 的 表达 式 ,得 
Re A; A 
T,(1) = Ccos 页 + D.,sin Rt 


由 水 | =0 得 D,= 0, 故 所 求 的 解 为 


3 用; A; 
u(p,t) 一 2 Cicos Gio ip). 
利用 初 位 移 的 和 荣 件 可 得 
3 用 
于 不 = 加 nl 和 
由 此 可 得 


a 2 Bi < ( 寺 
5 el, 1 多 jan Re jae- 
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利用 第 17 题 中 所 提示 的 方法 计算 右 端 的 积分 ,再 将 所 求 得 的 C， 
代入 nlp,t) 的 表达 式 即 得 解 ， 
(二 ) 非 齐 次 方程 的 情形 


这 时 定 解 问 题 为 
{9? a 3° 1 du 3 
二 | 0 p< Rt>0 
_ ou 2 
下 “一 由 at :=0 人 5 Se 
PI 了 ul =0, >0. 
lp=RR 


有 两 种 方法 求 这 个 问题 的 解 第 一 个 方法 是 特征 画 数 法 ,即将 解 表 
示 成 
Et) 宕 Da) (Rp) 
然后 代入 定 解 问题 确定 wu,(1) ,具体 步骤 略 . 
第 二 个 方法 是 设法 将 方程 化 成 齐 次 的 , 即 令 
u(pst) = vp1) + wip) 


选 w 满足 
dw ,1 dw _ 
I i ds HDD GR 
| zf0) | < ee 
wtR}= 0. 
ww 的 方程 可 写成 
忆 d rw 
le a Bo = 人 0 
积分 两 次 可 得 道 解 
CPP) 一 一 天 Bo; + Cinpt tC; 
由 |m(0)1< oo , 故 C=0, 再 利用 第 二 个 条 件 得 
ea TBR 


所 以 
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w(p) = 号 (R2 02) 
利用 w(p) 可 将 原 问 题 转化 成 


(2 1 9°:v Le) 

二 Vii = 一 二 ei rn ms 

Dr 好 (oy 2 dp 于 性. R,t > 站 ， 
i 

本 < cu| = 0， :>0. 
六 一 站 ip=R 


这 是 齐 次 方程 的 问题 ,用 (一 ) 中 方法 求解 ,其 中 把 初始 条 件 "| -= 


-所有 一 Pp ) 写 成 
BR: 2 
J 二 | 


束 可 以 利用 (一 ) 的 结 打 把 wtp ,it) 写 出 米 ( 两 者 只 相 莽 一 个 常数 因 


子 - 计 BR?). 
20. 让 时 整 数 阶 贝 塞 尔 函 数 的 母 晒 数 为 
ng 
W(xr,t) 一、 a ) 
即 


W(r,t) = (二 和 


什么 叫 母 函数 呢 ? 实际 上 在 第 二 个 式 子 中 已 给 出 了 说 明 ， 即 
车 一 个 x ,i 的 函数 按 ! 展开 成 峰 级 数 , 攻 共 系 数 正好 是 所 有 整数 
阶 的 中 塞 尔 郴 数 , 则 这 个 郴 数 就 称 为 贝 塞 尔 果 数 的 母 图 数 . 髓 因数 
给 出 了 中 赛 尔 函数 奶 一 种 生成 方式 . 

利用 e 的 竺 级 数 帮 升 式 


二 nn 下 
Se RE -AIL+o 
. | 21 nt 


TT 


Es 工 
{这 里 规定 0!1 =1). 将 ex 及 ee 和 按 上 展开 得 
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对 任意 固定 的 ,这 两 个 级 数 在 0< |1t| 入 ce 内 绝对 收 敏 , 放 可 和 作 
逐 项 相 飞 ,得 


工 ，- 演 ee 区 
eze4 = > > ] Tk! t 
2 和 ， 
nn 二 7 一 皮 
则 


#1 和 ST {Se n 


mm 划 系 4 2 28 (nn rh 


再 回顾 当 为 整数 时 J, (zz) 的 表达 式 , 邮 可 得 到 要 证 的 结论 . 


$2.6 勤 让 德 多 项 式 


2.6.1 内 容 的 评述 


勤 让 德 驳 项 式 是 另 一 类 特殊 函数 ,在 求解 球形 区 域 的 定 解 问 

(1) 勒 让 德 方程 的 解 及 解 的 有 界 性 讨论 

在 球形 区 域内 ,对 拉 普 拉 斯 方程 (用 球面 坐标 表示 的 ) 进 行 分 
离 变量 时 就 出 现 如 下 方程 

Dy 0 -1l<zr<1, 
其 中 = 为 任意 实数 ,这 个 方程 称 为 勒 让 德 方程 . 它 有 什么 特点 呢 ? 
首先 ,上 它 是 一 个 变 系 数 的 二 阶 线性 常 微分 方程 ,前 两 项 可 写成 
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| 
其 次 ,二 阶 导数 yy 前 的 系数 , 当 z+ 一 土 1 时 为 零 , 即 方程 在 zx= +1 
时 是 退化 的 ( 变 盛 一 阶 方程 了 ). 
对 这 样 的 卢 程 ,也 可 以 和 上 贝 塞 尔 方 程 一 样 用 震级 数 解 法 获得 
其 通 解 为 
y= Ciy(tr)}+ Cy r)}, 
其 中 Ci,C; 为 任意 常数 ,yi ,ya 为 如 下 的 级 数 : 


后 1 到 n(n 2 1)(n + 3) 4 A 


(二 


+ 


yx) =r— tn — Dn 一 天 2 


Cn Dn 3)(n+2)(n+4),s,.. 
1! ” 
从 这 隅 个 表达 式 很 谷 易 看 出 以 下 几 点 : 

第 一 ,yu(r) 是 工 的 侦 阔 数 ,y,{(xz) 是 工 的 育 函 数 ; 

第 一 , 当 x 是 正 的 偶数 或 负 的 奇数 时 , y1{ 工 ) 是 x 的 一 个 多 
项 式 , 而 yz(z) 仍 是 一 个 无 穷 级 数 , 当 ?= 是 正 的 奇数 或 负 的 偶数 
时 ,ya(x) 是 的 一 个 多 项 式 ,而 yifz) 仍 是 一 个 无 穷 级 数 . 总 之 ， 
当 x 为 整数 时 ,y 与 y% 中 有 一 个 是 多 项 式 , 另 一 个 为 无 穷 级 数 ， 

第 二 ,不 论 yi1(z) 还 是 ya(.x), 当 它 为 无 窃 级 数 时 ,其 收 襄 半 
径 都 为 1, 即 当 izj1<li 时 级 数 是 收 伍 的 ,这 可 以 由 比值 法 得 到 , 事 
实 上 ,由 yi 或 入 中 系数 之 间 的 递 推 关 系 


(Rn)lR+n+1), Ck = 0.1.2 
是 9 是 


人 

可 得 
第 上 3 |- G42 az| - i 
第 x 项 | [a ;1 | (RR+2)R+1) ™ 


|x|*( 当 & ~ oo) 
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收 | 了 | < 工时 ,级 数 收敛 ， 
第 四 , 当 二 = 土 1 时 ( 即 在 收 敏 区 间 的 端点 ), 级 数 是 发 项 的 . 
这 一 点 在 教材 内 作 了 交代 ,但 未 详细 说 明 , 现 在 敌 些 补充 ,首先 ,让 


我 们 复习 一 下 高 斯 判别 法 , 设 有 正 项 级 数 Dn， ,如 果 - 上 可 表示 
是 二 了 E+1 
为 


WE} 


其 中 为 常数 (与 上 无 关 ),p 交 1 为 常数 ,ww 有 界 , 刚 当 >1 时 ,级 
数 收银 ,4 所 1 时 级 数 发 散 .下 面 以 yy (xz) 为 合 说 明 它 在 z= 土 1 时 


是 发 散 的 . 设 yy(+ 1 = 3 ,其 中 


k=1 


_ (C28 —2— nk 4 ny nn + Dn+ 3 (nn +2 1) 
人 Qk)! ， 


故 

up (2k+2)(2k+1) _ 4k*+6k+2 

ust! (2k—n)(2kR+ n+l) 4k2+2k— n(n+1) 
n(n+1) {1+ 二 

= 十 一 -十 3 

RR 和 +2k— nln+1) 


2 1+ 地 


2 ntn+1) 
天 k? 
由 高 斯 判别 法 , 因 这 里 4=1, 故 级 数 是 发 散 的 .又 因 当 上 达到 适当 
大 以 后 ( 即 从 蘑 一 项 开始 ) ,这 个 级 数 是 正 ( 负 ) 项 级 数 ,一 个 正 { 负 ) 
项 级 数 是 发 散 的 ,说 明 其 和 沟 寺 w, 即 当 不 为 整数 时 , yj,(+1) 及 
225 土 1) 都 是 无 界 的 . 

当 > 为 非 负 整数 时 ,y.(z) 或 yl) 是 一 个 n 次 只 项 式 ,为 了 
把 这 两 个 多 项 式 写 或 一 个 统一 的 形式 ,有 使 多 项 式 在 z =1 处 联 


1 
让 


=1+ 十 + 
4 十 
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a 


的 值 等 于 1 ,我 们 用 一 个 适当 的 常数 来 习 vy 或 y, ,可 得 多 项 式 


Ma 《2 一 272 mm 
Pe A 


其 中 
7， 当 n 为 偶数 ， 
一 ， 当 为 奇数 . 

这 个 多 项 式 是 为 整数 时 的 勒 让 德 方程 的 一 个 解 , 称 为 勒 让 德 多 

项 式 . 


至 此 ,对 勒 让 德 方程 的 解 可 得 如 下 结论 ; 
当 ”不 是 整数 时 , 勒 让 德 方程 的 和 通 解 是 
SEE) = Ciyi(r) + Cyl zh)， 
其 中 y ,ya 部 是 无 穷 级 数 , 它 们 在 x = +1 处 是 无 限 的 ,此 时 勒 让 
德 方程 没有 在 [ ~ 1,1] 上 有 界 的 解 ; 
当 为 整数 时 , 鞭 让 德 方程 的 通 解 为 
yr) = CP {rz) + CR, (7), 
其 中 P, tx) 是 xz 的 n 次 多 项 式 . Q, (x) 是 无 穷 级 数 ,Q,(z) 在 
二 土 ] 处 尾 无 界 的 . 
这 个 结论 对 利用 勒 让 德 方程 求解 定 解 问题 是 非常 重要 的 . 
(2) 勒 让 德 和 多 项 式 的 正 交 完全 性 
当 ? 为 整数 时 , 勤 让 德 方程 有 一 个 客 项 式 的 解 P,(x). 当 x 
取 所 有 非 负 整数 时 ,就 得 到 一 个 了 数 系 {P(x)} (n=0,1,2,"…)， 
这 个 函数 系 是 一 个 正 交 完全 系 , 且 
i0， nm， 


下 P(r Pd = 2 
昌 21 十 1 


时 证 明 这 个 结论 ,需要 利用 勒 让 德 多 项 式 另 一 个 表达 式 , 即 罗 德 利 
多 表达 式 : 


az 二 HH. 


134 ”第 二 遇 ”方法 与 习题 的 点 评 和 糙 疑 


有 了 dd > 林 
人 
有 了 于 交 完 全 性 之 后 ,一 个 定义 在 (一 1,1) 内 的 孔 数 f(z)， 
只 要 满足 一 些 条 件 就 可 以 按 这 个 函数 系 进行 展开 , 印 


所 证 让 三 > CP, (xz), -| 之 zz 之 1， 


其 中 
1 
CG, = | FriP, (ridr, rn = 0,1,2,…, 
1 


利用 这 个 展开 式 可 以 证 明 勒 让 德 多 项 式 的 一 个 递 推 关 系 
{nt Ptr) — t2n + DrP, (zr) + PP (xr) = 0, 
这 个 关系 把 相 邻 阶 的 三 个 勤 让 德 多 项 式 P，1(x) ,P(r) ,P11(x) 联 
系 起 米 了 ,因此 ,只 要 找到 Potx),Pi(x) 的 表达 式 就 可 以 利用 这 个 关 
系 得 到 所 有 勒 让 德 多 项 式 的 表达 式 . 


2.6.2 习题 的 释疑 与 启示 


1. 证 明 
P.{1)=1, PC-1)={ -1)", Py,-1(0)=0, 


es 
P20)= 2°"(n1)? 


从 理论 上 讲 ,要 求 一 个 函数 在 一 点 处 的 值 , 只 需要 把 这 个 点 代 
人 号 数 的 表达 式 中 ,但 现在 P,{x) 是 一 个 多 项 式 , 当 ro 天 0 时, 代 
人 点 ro 的 值 就 会 得 到 nn +1 项 之 利 ,不 便于 计算 ,所 以 要 选取 
P(x ) 合 适 的 表达 式 . 当然 , 当 To = 0 时 ,把 xo 代 人 人 P, (x) 得 
P.(0) , 它 就 是 P(xz) 中 的 常数 项 ,不 党 要 考虑 共 他 形式 的 表达 
式 - 我 们 已 经 知道 P,(z) 有 两 种 表达 方式 ,一 个 是 多 项 式 的 表 小 ， 


男 一 个 是 罗 德 利 殉 表达 式 . 
为 了 计算 P.( 圭 了) ,我们 用 罗 德 利克 表达 式 
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I 


本 二 村 
2*xn1 ga 和) 


| 二 


-人 1 +C (+1)". 
dx 


d nd Ta 
rz 和 J 1) 


BE -1 的 因子 ,所 以 


Bl Tp n! = 1， 


此 外 , 除 第 一 项 外 ,其 余 各 项 都 含有 (x + 1}) 的 因子 ,所 以 
EE 7) 
a 1) = >” 


为 了 计算 己 .(0) ,我 们 利用 表达 式 
县 1 (2% — 27)1 一 2 
Pts 2 2mltn— m)ltn pe 
当 mn 为 奇数 时 ,P, {zx) 无 常数 项 , 故 
P;,- 1(0) 一 0 ， 

(4n - 2)! A a 
~ > UD Zn! (4m)! Ga -2m) 
(4n -2n)!l_ (- I (nl 
227 (nn 0 Dm 


它 的 常数 项 Ps,(0) 一 ( 一 1)" 
2. 证 明 :a) x = Pa ) 二 六 Po(a 9 


b) = 和 P(r)+3Pi() 
证 明 这 两 个 结论 至 少 有 两 个 方法 .一 个 是 把 Pte),Pi()， 
Ptr) 与 P(t) 的 表达 式 代 入 右 吴 后 进行 简化 ; 另 一 个 方法 是 将 
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x? 及 xr; 按 勒 让 德 多 项 式 函 数 系 进行 展开 . 
3, 计算 积分 
(D {apst x)dz 1 
0 


1 
(2) | [Paz) Pdz, 


1 
(3) | Pa(zJPi(zjdz ， 
为 了 计算 {T) 中 积分 值 ,将 Ps(x) 用 罗 德 利克 表达 式 , 再 分 部 
积分 .要 计算 (2), 最 简 合 的 方法 就 是 把 P;(z) 的 多 项 起 表达 式 代 
人 ,当然 也 可 用 罗 德 和 克 表 达 式 再 分 部 积分 . 


对 (3) 中 积分 亦 可 上 类似 处 理 . 
4. 车 
_ 10, -1<z&0, 
A 0 交工 世 十， 
证 明 


fx) = 二 Po(z) + 十 一 5 Pitx) + 过 Pi(z) - 总 Pt(z) 十 。 
We AR 
f(x) = DY CP, (xr), 
其 中 C, 由 
C, = da | fr) Pl)de = 2 1| zp, (x)dz 
确定 ,为 了 计算 右 端 积分 ,将 P, (x) 用 罗 德 利克 表达 式 代 人 ,然后 
用 分 部 积分 法 .不 过 当 ”=0 及 2 =1 时 ,被 积 国 数 分 别 是 > 及 


zx, 可 以 直接 积分 . 当 n 守 2 时 ,可 得 


人 Rs py [ee = v0"] 


因 (z 一 1)"= (x 一 1)"(xz ++1)"”, 对 它 求 xn 一 2 阶 导 数 ,所 以 求 完 
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导数 后 所 得 的 每 一 项 都 会 全 有 zx 一 1 的 因子 , 即 
圭一 之 
[a 一 | 一 


二 1] 


接 下 来 要 计算 


[2 "- > Le. 


由 于 结论 中 右 端 只 有 四 项 ,所 以 只 需 令 nn = 二 2,3,4 求 出 上 述 值 .对 
一 般 情况 ,读者 只 要 利用 求 习 积 的 高 阶 导 数 的 芋 布 尼 芯 公式 即 可 . 
5. 证 明 
Ptx) = 2 [P(x) = | 
这 也 是 勒 让 德 多 项 式 的 一 个 弟 推 公式 ,要 证 明 这 个 等 式 , 只 要 


先 证 明 
玉 一 Pl) 十 {Zn 十 P(x). 


还 是 利用 罗 德 利克 表达 式 
Po 人 z)= Tr nr 1 
a 
i 2 
= 本 [zs 1)"+2nx20z2 - 1)"-1] 
en a et 


2"-1(n 171 dr" 
ee 
27 1(n — 1)! dx" 
[Cx 1) + (x ~ 1)"!] 
将 右 端 稍 作 整 理 即 可 得 所 要 证 的 结论 . 
6. 证 明 


= P(r)+ 
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PCry= (m1 ytept (2n = IP et) 
+ (2n 一 有 PC 十 
重复 利用 上 一 题 ( 第 5 题 ) 的 结果 , 即 反 复 地 利用 
Pn(x) = (2k + DP (zx) + P', 1(zx) 
即 可 证 明 本 题 的 结论 . 
7. 验证 P,(z) = 二 一 ;(z? 一 1)" 满足 勒 让 德 方程 


2rn 1 dr 
该 题 就 是 要 证 明 P, tx) 满足 
(1 -~ xi)P’ (x) 一 2zP (rzr) + n(nt+ 1)PCz = 0, 


因为 
(2 — 1)* = 2nr(r 一 1 
I 


丰 
(zz 一 1) < (zz 一 11) 一 277fr2 — 1)" 
区 


考虑 到 户 , (x) 的 表达 式 中 售 有 (zx: 一 1)" 对 xz 求 n 阶 导 数 , 所 以 
PKz) 中 应 售 有 (zz 1)* 对 x 求 n 12 阶 导数 .我 们 在 上 式 两 端 
对 工 求 n+1 阶 导 数 , 并 利用 求 乘积 的 高 阶 导数 的 莱 布 尼 芯 公式 ， 
即 可 得 刘 要 证 的 结论 .应 注意 的 是 ,由 于 x: 一 1 是 工 的 二 次 函数 ， 
所 以 在 对 上 式 左 端 求 x + 1 阶 导数 时 ,实际 上 只 保留 了 三 项 . 

8. 在 半径 为 1 的 球 内 , 求 苗 和 函数 x ,使 


所 谓 求 调和 果 数 ,就 是 求 拉 普 拉 斯 方程 Aw =0 的 解 , 在 球面 
坐标 系 (r ,8,g) 中 ， 


日 29u 1 af, odu 
Au =— (> ec 


一 3cos 28 + 1. 
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由 于 边界 条 件 不 依赖 于 多, 所 以 x 也 应 不 依赖 于 gg, 于 是 要 解 下 列 
边 值 问 赴 
| 站 | ol 


ri Aar dr risin 8 98 


= co820+1, 0heEx. 
二 二 1】 


区) = 0.0< -< 1 


a0 


| Rn 0 x. 


用 分 离 变量 法 来 求解 . 令 
ut{r,0) 一 民 (r) 加 (0] 


代入 方程 
2p’ 
RY) (in 0) 
R 后 全 I 
即 
mR”+2rR -AR=0, 
他 +etg 扣 + 和 = 10. 
今 = n(n+1), =eos 昌 ,加 [farccos x)= Ptr) ,NW 得 
Pp dP 
(1 -x ) 3 27 +n(tn+l P=0 


这 是 勒 泪 德 方 程 .为 了 使 解 x 有 界 , 所 以 在 [0,xj] 内 {9 也 应 有 
界 , 即 P(x 在 1 -1,1] 上 应 有 界 .根据 前 而 对 勒 让 德 方程 解 的 有 
界 性 分 析 ,mm 只 能 取 整 数 ,不 妨 取 nm 为 非 针 整数 ,上 扣 
P{x) = CP (tr) + DQ, (xr), 

其 中 P,{z) 是 n 阶 蔓 让 系 多 项 式 ,或 者 

,60) = CP, {eos 8} + DQ, (cos 8), 
再 由 有 界 性 得 DD, =0, 即 

,80) = CP, (cos 8}. 
尺 所 满足 的 方程 是 一 个 欧 拉 方程 , 它 的 通 解 为 
Rt) Sd Ee 
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当 r 一 0 时 ,|R, | 应 保持 有 界 , 鼓 B, 0, 即 
R {r) = 加 or 
利用 选 加 原理 , 原 问 题 的 解 可 表示 为 


utr,0) = S$ Cr"p, (eos 8). 
接 下 来 就 是 要 利用 边界 条 件 确定 系数 C,, 即 C, 满足 


3 cos 28+1 = SC P (eos 8). 
由 二 血 
如 何 让 算 C, 呢 ? 要 用 一 些小 的 技巧 ,首先 令 z= cos 98, 则 
3 cos 206+1= 3{2c0s: 8 -1)+1= 67: -2, 
均 上 式 可 写成 
6z2 ~2= CP,(zr). 
从 左 端 可 知 , 当 ? 产 3 时 ,C=0, 又 因 左 端 不 含有 项 , 故 Ci=0， 
剩 下 只 有 Co 与 Cs 了 .可 以 直接 利用 公式 来 计算 ,也 可 以 用 比较 
系数 法 , 即 由 
生 葡 ? 一 辽 一 Co 十 人 CCP) 一 Co + Ca 上 (3 3 1) 


得 


最 后 得 到 解 
u{r,0) = 4r*P,(eos 9) = 2r(3ecos 0 — 1). 

9. 在 半径 为 1 的 球 内 , 求 调和 函数 ,已 知 在 球面 上 

_ |A,， 0&8 a, 
i a 妇 日 所 r， 

此 题 的 解法 及 运算 过 程 与 前 一 题 (第 8 题 ) 类 似 ,所 不 同 的 只 
是 边界 上 的 数据 不 同 , 因 此 只 有 在 计算 解 的 级 数 展开 式 中 的 系数 
时 与 上 题 有 区 别 . 

解 仍 可 表示 为 
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fr 上) = Sy CurrP (eos 8),， 
吕 一 用 
其 中 
1 
C= 1 AP, (zj)dr, n= 0,1,2,… 


用 P,(xz) 的 罗 德 利克 表达 式 即 可 计算 出 局, 的 值 . 
10. 在 半径 为 1 的 球 的 外 部 求 调和 画 数 ,使 


= cos: #. 
1 


计 

本 题 与 前 面 两 题 的 相同 之 处 都 是 求 调和 函数 ,上 且 这 个 函数 与 
变量 wp 无关. 不 同 之 处 在 于 前 两 题 是 在 球 的 内 部 求解 ,这 题 则 是 
在 球 的 外 部 求解 ,所 以 解 应 该 在 球 的 外 部 (包括 无 穷 远 点 ) 是 有 界 
的 .再 由 教材 第 四 章 中 关于 外 部 问题 解 的 唯一 性 的 说 明 , 它 还 应 满 
足 当 > *eo 时 趋向 于 零 . 这 个 差别 反映 在 解 的 表达 式 上 有 什么 不 
司 呢 ? 山 第 8 题 可 知 通过 变量 分 离 后 得 到 两 个 常 微分 方程 ,一 个 
旦 勤 让 德 方程 , 另 一 个 是 关于 R 的 爽 拉 方程 ,而 欧 拉 方程 的 通 解 


为 
Rtr) = Cr +Drint 为 非 负 整数 .， 


显然 ,对 nn 三 0 当时 ,rr 小 可 能 趋向 于 零 , 故 CC, = 二 0,n = 个 ， 
2,… .从 而 它 的 解 可 表示 为 
utr,.0) = SP reorDP (eos 0) 
rr 一作 
在 确定 系数 万 时 , 仍 令 工 一 cos 8, 并 使 用 第 8 题 中 的 比较 系数 
法 ,请 污 者 自己 完成 . 
. 证 明 勒 让 德 多 项 式 的 母 函 为 -一 一 一 一 ,部 
dl+i*~—2i1r 


一 一 一 -一 一 P,( 
a opy =» 6 
此 题 的 让 法 在 教材 中 已 有 提示 ,号 是 运算 比较 复杂 .下 面 把 主 
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要 步骤 说 明 一 下 . 
当 |t| 是 够 小 时 ,对 固定 的 x 可 使 | 太 ~2ir|<<1, 先 将 [1+ (vw 


-2zt)] -3 展开 成 t? -2xt 的 震级 数 ,利用 微 积分 中 已 有 的 公式 
人 > afea— 1}': ‘(an+1),, 


nm! 
其 中 a 为 任意 实数 ， 这 个 级 数 称 为 二 项 式 级 数 , 当 a 所 一 1 时, 它 
的 收 敏 域 为 (-1,.1); 当 -1<a<0 i 
当 w 冯 0 时 它 的 收 伍 域 为 -1,1]. 


ed 
现在 a= - 方 , 故 
和 BD 2 Se 
r=] 7 ， 
= 1 + po 一 £2)". 


到 
a 2 
本 


= yer DD) Dt) ty 


ll 


rk 
> je Sree 
《注意 :这 里 的 > 是 正 整数 ). 
因此 


[1+ {1* -27xt)] 证 


1 四 r!(2r)12’ A phtr 
> 1 Fr RI RI 
现在 的 问题 是 要 说 明 im 前 的 系数 屁 P,(x) , 今 =k+7, 其 中 卡 ， 


r 都 是 非 负 整数 (r 主 1), 量 0 所 EE7 ,上 要 它们 之 种 为 n 有 包 种 可 
能 性 ,例如 r=n,k=0;r=n 一 ,k= rn 一 加, 上 = 吉 ;等 
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等 .考虑 一 般 的 情况 , 即 = 一 加 ,= 加 ,由 于 7, 即 mm 志 
ma 一 六 或 由 多 于 .为 使 闫 为 整数 , 故 加 过 | 到 |. 这 时 1” 前 的 系 
数 为 


(2n 一 人 三) lx" 2™ 
人 27(n— mlml(n 2m)! 
所 以 
A 
中 
加 、 {2n — 2rm) lr" “* 和 
0 


时 
了 一 加 mm 一 省 {no mm!l 27)! 


= 2 Ps 
12. 利用 勒 让 德 多 项 式 的 旦 函数 ,证 明 递 推 关 系 
zn+t+l 


Pri({x) = | rh, (zr) nee 


利用 母 函 数 证 明 递 推 关系 就 是 要 从 
Ce 
出 发 来 证 明 由 上 式 两 端 对 : 求 导数 ,得 
+) (2 -2zr) = PP}, 


即 
ee 
再 利用 好 函数 定义 得 | 
i Np (rr =(] + 天 a J 
ey 1 


ro PP,(r)e 3 人 = DaP, (Cr)! 
中 = 个 mn- 对 = 二 科 
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+ DunP,(x)r!l -2r np, (rx), 
n= 4D 
即 


>》， (2n 十 1) zrP, (tr)r” = Sl + n)P (zr)erl+ ;HP (rx)! 
可 山 玉 三 作 入 二 科 


证 Dy npr1(z)e 二 Stn + 1)P (xw}e” 


比较 两 端 :" 的 系数 ,得 
{2n + 1)zP (x) = (n+ P(r) + nP,.(x) 


§2.7 能 是 积分 法 


2.7.1 内 容 的 评述 


能 量 积分 法 又 简称 为 能 量 方法 , 它 是 偏 微分 方程 理论 中 的 一 
个 常用 的 方法 , 它 不 仅 可 以 用 来 研究 解 的 性 质 , 如 解 的 唯一 性 和 稳 
定性 ,还 可 以 用 来 证 明 解 (主要 是 弱 解 ) 的 存在 性 .在 教材 的 第 七 章 
内 ,主要 是 就 一 维 波动 方程 来 说 明 如 何 用 能 量 方 法 讨论 解 的 唯一 
性 和 稳定 性 . 

《1) 能 量 佑 计 

能 量 方法 的 核心 是 能 量 仿 计 ,就 一 维 波 动 方程 而 言 , 由 下 列 积 
分 所 表达 的 函数 


EUi) = | ez ee 


称 为 能 量 积 分 , 它 与 弦 的 总 能 量 (动能 加 位 能 ) 只 相差 一 个 常数 . 
对 一 维 波动 方程 的 初 值 问 题 
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2 和 a+ fz, tj),— < rt<+o,t>0, 


uo = pr),— PAI<+™, 
ui [ic0 = BX), t+. 
可 以 获得 下 列 能 量 估计 式 
rn tr 
| 全 ) (He 二 a mz) 1， -dz 所 


| 六 ne zz ) | ,odx + dt 


和 一 人 人 一 


2 
zo to patt— | (x, sdz |， 
其 中 0 夺 r 雪 10, 积分 区 间 如 图 2.9 所 示 :[zo+ 区 po 


atr-io)]=0.,Lro- ato, rot atol= fo0, 1x,t)| ro ta(ti—io 
TT- a(t io),0 和 Recr) = 天 


(xo,io) 


对 于 和 初 边 值 问题 
2 
3 学 a+ fz it,0O<z< tt>0， 


计 | 0 = 衬 | =， 一 有 ,it > 0, 


uo = p(trj0RERrl, 
Wi bo = Br)0EI 开 ll 
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也 可 得 到 类 似 的 能 量 估计 
E(r) < M[E(OD + fds Ptz,odz]， 
其 中 M = e',0<<r 才 ,全 为 任意 定数 . 
为 了 推导 上 述 能 量 估计 , 先 用 到 乘 方程 两 端 ,然后 用 格林 公 


式 ( 在 高 维 情 形 用 高 斯 公式 ( 即 散 度 定理 )) 和 Gronwall 不 等 式 .这 
个 方法 对 高 维 波 动 方程 也 适用 .利用 同样 的 思想 也 能 推导 热传导 
方程 (或 者 线性 抛物 型 方程 ) 相 应 的 估计 ,请 参阅 下 一 小 节 关 于 “对 
习题 的 释疑 与 启示 ”. 

能 量 模 (或 能 量 积 分 ) 是 解 的 一 阶 偏 导数 平方 和 的 积分 ,有 闻 
对 它 的 估计, 我们 也 能 推导 解 的 平方 的 积分 的 估计 ,例如 推导 


| rs rdz 的 居 引 -. 


[网 — u(rz,0)]ldzx = ,J Fu?(x,t)dtdz 


<) rdrd + i, det 
令 
s 天 2 ee 2 . 
Ct{r) = {xX,t)drdi = Ka {x,t dr 
则 上 式 可 表示 为 
so Gir) + | i ard + | wz,0)d 
利用 Grounwall 不 等 式 ,得 
2 2 
,0dr ee (|, dz + te, dd | 


再 让 初 值 问题 的 能 量 佑 计 ,可 得 (只 要 在 能 量 不 等 式 两 喘 对 上 在 区 
闻 f0,zj 上 积分 邑 可 ) 
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全 [Re2f Et) 二 Q2a2f) ldrdt 


< M[| [wdz) + apxfz)jdrz 由 Prodrde] 
将 这 个 鸽 计 代 和 人 前 式 的 右 端 可 得 
| u(r,r)dr 
和 


所 Mr ty +a pi)dr 让 Per,odzde| 


(2) 解 的 唯一 性 和 稳定 性 
有 了 能 量 估计 以 后 ,我 们 就 能 证 明 解 的 唯一 性 及 解 在 某 种 意 
义 下 的 稳定 人 性 .为 了 证 明 一 个 线性 定 解 问题 (线性 方程 及 线性 定 解 
条 件 ) 的 解 是 唯一 的 ,只 要 证 明 相 应 的 齐 次 问题 ( 齐 次 方程 及 齐 次 
边界 条 件 ) 只 有 零 解 .为 什么 呢 ? 下 面 以 初 边 值 问题 为 例 加 以 说 
明 , 考 虑 下 列 定 解 问题 
A 9a 
了 2 二 4 了 > 0, 
ul..g=u!l,-:= 0,:»> 0, 
ul = gtr) 0 和 Er 
Wi io = $lrI,0RAEL. 
设 wu1,w2 是 它 的 任意 两 个 解 , 妈 4 与 xz 都 满足 方程 及 定 解 条 


怕人 


HH Wl 2 
则 2 必 满 足 
Qa da 
Se a a 0 
uo= ul,.-:= 0,1>0, 
| ul-0 = He [io = 0 ,人 < 7 S 


即 * 满足 齐 次 定 解 问题 .如 果 w 夺 0 则 xi 到 zz, 即 原 问题 的 任意 
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两 个 解 均 便 等 ,或 者 说 只 有 一 个 解 . 反 过 来 , 若 原 问题 的 解 是 唯一 
的 , 则 xi 三 2 , 故 z 拓 0. 所 以 ,对 线性 问题 来 说 ,要 证 明 其 解 的 唯 
一 性 只 要 证 明 齐 次 问题 只 有 有 零 解 { 或 称 平凡 解 ). 

需要 指出 两 点 :第 一 ,这 里 假定 边界 条 件 是 齐 次 的 ,这 样 做 并 
不 失 一 般 性 ,因为 在 教材 第 二 章 ( 即 本 书 第 2.2 节 ) 中 已 经 讲 过 ,经 
过 适当 的 未 知 图 数 代 换 可 将 边界 条 件 化 成 齐 次 的 ;第 二 ,这 里 所 述 
的 结论 对 任何 线性 定 解 问题 都 是 适用 的 . 

至 于 解 的 稳定 性 ,在 教材 中 已 经 说 得 很 清楚 了 ,那里 的 结论 
是 ; 当 已 知 数据 ( 包 插 方程 中 的 自由 项 及 定 解数 据 ) 在 能 量 模 意义 
下 变化 很 小 时 , 解 也 在 能 量 模 意 习 下 变化 很 小 .当然 也 可 在 其 他 懂 
意义 下 讨论 解 的 稳定 性 ,这 里 所 说 的 能 量 模 就 是 解 及 其 一 阶 笨 导 
数 平方 的 积分 ,所 以 在 偏 微分 的 理论 中 也 称 为 工 - 模 估 计 . 


2.7.2 习题 的 释疑 与 启示 
1. 证 明 下 列 初 值 问题 


La aru tou = flrt), -co 二 +cor TD 
ulio= gtr),— AIA+t om, 

uo = Hr) + 
解 的 唯一 性 ,其 中 c 是 正常 数 ,f(7,2),w(7) 及 yt ) 都 是 适当 的 
光 沸 孙 数 ， 

如 上 所 述 ,问题 在 于 证 明 齐 次 问题 只 有 有 零 解 , 即 当 f(x tt) 三 
0,g(r) 二 0 ,yy(z) 三 0 对 u(x ,it) 三 0. 为 此 ,就 要 先 建 立 能 量 模 的 
鸽 计 . 这 里 的 方程 比 前 面 讲 的 一 维 波 动 方 程 多 了 一 项 cu ,但 能 基 
合计 的 方法 完全 适用 . 

将 4, 乘 方 程 两 端 并 将 左 端 吾 成 散 度 的 形式 ,得 

[2 十 六 十 “| = Ce = tf. 
对 这 个 式 子 在 K. 上 积分 并 利用 格林 公式 ,得 
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三 $e ja? ud 十 到 [au + cu 十 a Jdz | 三 用 faara 
把 这 个 式 子 与 教材 中 (7.10) 相 比 , 左 端 多 了 一 项 
-中 “于 cuzdz, 利用 教材 中 (7.11) 推 寻 (7.12) 的 方法 可 得 


l 
-| Qi 十 二 [十 Ca 十 站] 
r UP 2 
2 


di + 
T= 


= 和 | | + ame} + pa 


tr 
0 


a 


dt 六 0 


Trtatrn-t) 
由 此 可 得 


| (ut + cu + alul)dr 一 | (ul + cnt + a rut)dzr 
a. A 


可 | fudxdi. 
K 


下 面 的 步骤 和 教材 中 完全 一 样 ,请 读者 自行 完成 ， 

2. 用 能 量 积分 法 证 明 一 维 波动 方程 带 有 第 三 类 边界 条 件 的 
初 边 值 问题 解 的 唯一 性 ,这 里 所 说 的 第 二 类 边界 条 件 由 第 一 章 
$1.2 可 知 为 

(— Tuy + au)}l,.n = g(t), 
(Tau, + apt) [1 = gaft)， 
其 中 a ,az>0 为 常数 . 

还 是 要 证 齐 次 问题 只 有 等 解 , 所 以 不 妨 没 g1{1) 圭 g(1) 二 0. 
首先 还 是 要 建立 能 量 估 计 , 与 第 一 边 值 问题 相 比 ,除了 在 边界 x = 
0 肥 r= 7 上 的 条 忻 不 局 以 外 ,其 他 各 项 完全 相同 .所 以 在 推导 能 
量 估 计时 ,只 要 把 在 这 两 个 边界 上 的 积分 考虑 清楚 就 行 了 .由 教材 
7.3 中 可 知 有 下 列 等 式 
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3 | + et) 1, -0odz 一 | zazuaus | -dt 一 
2 和 2 
| 十 arui) |,. .dx | Qa tu, |.-odt 
天 


= 2 ward. 
在 边界 + =0 上 ,由 条 件 ( ~ Tu. +alu)|,=o=0 得 


| 
ur fr-0 = Tu [i 


在 边界 x =: 上 ,类 似 地 有 


2 
Ur lr=: 一 a | 


-| 2a? wu, | -rd 一 | (a | -dz 


到 a — a2(7,0)], 


“ax 


0 工 
- | 2azwm |- -nd = | 2 un, | -0Qt = 示 上 人 | .odi, 


2 
二 [2(0, 7) — a (0,0)]. 
因此 ,最 后 可 得 


t gg 
1 
| + az) ledz + a 
0 


2 (2,t) 


e1200,0) 十 


0 + aa2》1，- ee 


3,201,0) 可 中 fudrdi. 
a 


即 
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! Ga 
上 + a ux) =rdz <) taut) lodr + "7 9 (0) + 


as 
p(t) 十 2 fasdzdt | 


与 第 一 边 值 问题 相 比 ,现在 右 端 儿 了 两 项 ,但 在 证 明 唯 一 性 时 ( 即 
当 ptr)=0 时 ), 它 们 都 是 零 ， 

接 下 来 读者 可 和 参考 教材 $7.3 中 由 (7.21) 扒 导 (7.23)? 的 做 法 
去 完成 . 

3. 证 明 一 维 热 传导 方程 的 初 边 值 间 题 

[wu = aiu t+ Fixit) OL<x<i,0<1t<T, 

uli_0 = fg1(1) ,0 所 t 护卫， 
uw 1 -= StOS 去 工 ， 


上 


uli=0 = xz)0< 二 二 妆 
的 解 是 唯一 的 ,其 中 g1(0) = gt0), ,gi1,g82 及 g 都 是 适当 光滑 


函数 ， 
前 面 已 经 说 过 ,能 量 积分 估计 的 思想 对 掀 物 型 方程 也 适用 ,所 


不 辣 的 只 是 用 w 乘 方程 两 庙 并 写成 散 度 形式 ,然后 用 格林 公式 和 
Grounwall 不 等 式 . 下面 将 就 gi(2) 半 g(t) 夺 0 的 情形 用 这 个 方 
法 推导 出 解 的 L“ 估计 ,有 了 这 个 估计 后 , 即 可 得 解 的 唯一 性 . 

用 w 乘 方 程 两 端 ,得 


HU- a tt = fu 
即 
ur” 了 3 
(人 -aua), tau = fu 
t 


在 QQ.= zt)10 寺 xz 二 1,0 信 1 志 5| 内 对 上 式 zx 积分 得 


2 
fj en 一 a (wun) |dzdt 十 a usdrdt = fudzrdt 
QR- t 忆 ， &, 


利用 格林 公式 ,得 
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2 
HE 2 2 2 = 
和。 dr + af GE 十 已 | sera | dra 
利用 章 次 边界 条 件 可 得 
| etz ,adz 十 2a 串 us (x,t drdt 
0 a. 
本 | er,o)dz + ?| 应 dzrdi 
0 a 


如 果 只 是 要 证 明 解 的 叭 一 性 ,由 p(x ) 寺 0, f(z ,i) 寺 0 即 可 得 


了 
| ui{x, rT) dr 十 24 中 u(r,ti)drdt 0 
站 马 。 


由 此 即 可 得 解 的 唯一 性 .其 实 , 还 可 以 得 更 一 般 的 工 - 估计 ,事实 
上 ,由 前 面 等 式 得 


1 
| ez， tr)}dx + 2 中 wz ,tdrdt 


: 
<| g(r)dr + udzxdt +| Fdrdt 
0 a, 由 


必 


G(r) = | wt, dzdt = [ar] ilz, dr 
由 可 得 

二 过 (FN | px)dr + fr drdt 
由 Grounwall 不 等 式 , 得 


| etzsndz cj wz)dz + fsard:] 
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这 就 是 解 的 工 ” 模 估 计 . 


$2.8 变 分 方法 


2.8.1 内 容 的 评述 


变 分 学 (或 称 变 分 法 ) 是 由 徽 积 分 中 的 极 值 问 题 ( 即 求 一 个 范 
数 的 极 太 值 或 极 小 值 问 题 ) 发 展 起 来 的 , 它 不 是 研究 一 个 函数 的 极 
值 ,而 是 研 究 泛 函 的 极 什 . 什么 叫 省 消 呢 ? 话 国 就 是 从 一 个 函数 空 
间 ( 或 这 个 空间 内 的 一 个 集合 )} 到 实 ( 复 ) 数 域内 的 一 个 映 射 , 变 分 
学 和 偏 微 分 方程 有 什么 美 系 嘱 ? 可 以 从 两 方面 来 阐述 .第 一 方面 
是 : 受 弹 性 力学 中 的 最 小 位 能 原理 的 启发 ,德国 数学 家 黎 曼 
(Riemann) 在 19 世纪 中 叶 曾 提出 过 一 个 著名 的 想法 (后 人 称 为 狄 
利 殉 军 (CDirichlet) 原 理 ): 着 uo 在 内 是 一 次 连续 可 微 的 ,( x0),， 


(x),E La | (uao)zdzady ,| (uolidzdy < co 过 whn 
= 9, 简 记 成 wo € M, 三 {x €E CCA) uu EL (0),u lon 
= gg|. 并 二 wo 使 汉 函 

Ja = 下 | Ya lidrdy 
在 M, 内 达到 最 小 值 , 即 

了 (Caoj = minJ(u), 

则 wo 必 是 下 列 边 值 问题 ， | 

-Au = 0,(r,y) EN, 

| uw lan= 9 
的 解 . 
这 个 原理 一 提出 就 受到 了 一 些 数学 家 的 质疑 和 批评 ,尽管 如 

此 , 它 还 是 非常 吸引 人 ,受到 许多 人 的 重视 和 研究 ,直到 20 世纪 
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40 年 代 终 于 获得 圆满 地 解决 . 狄 利克 雷 原理 为 求解 情 徽 分 方程 的 
定 解 问题 提供 了 一 个 途径 .第 二 方面 是 , 变 分 问 帧 的 求解 也 会 导致 
一 个 偏 微分 方程 的 定 解 问题 ,如 第 九 章 中 所 讲 的 极 小 曲面 问题 , 它 
就 是 求 沁 消 
J(v) = 人 V1l+ vt+ vidrdy 
在 M, 中 的 最 小 值 ,为 了 求 出 最 小 值 ,我 们 得 到 了 作为 使 这 个 泛 函 
获得 最 小 值 的 函数 x 必须 满足 的 条 件 
{1+ U3 ) ss 二 到 = 站 

{这 里 假设 了 w 是 二 次 连续 可 微 的 ), 即 x 必 是 一 个 定 解 问题 的 
解 .其 实 这 里 所 说 的 结论 是 具有 一 般 性 的 , 这样 一 来 ,在 一 定 条 件 
于 求解 变 分 问题 和 求解 偏 微分 方程 的 定 解 问题 是 等 价 的 . 

要 注意 ,上 面 所 说 的 等 价 性 是 有 前 提 的 , 即 “ 在 一 定 条 件 下 ”. 
这 个 条 件 是 什么 呢 ? 如 极 小 曲面 问题 所 对 应 的 变 分 问题 的 解 只 机 
求 是 一 次 连续 可 微 就 够 了 ,而 定 解 问题 的 解 则 要 求 是 二 次 连续 可 
微 的 ,所 以 要 使 二 者 等 价 , 就 要 求 变 分 问题 的 解 也 是 二 次 连续 可 微 
的 ,这 个 要 求 显然 是 昔 刻 的 ,因为 即使 在 一 次 连续 可 微 的 函数 类 中 
变 分 问题 也 未 必 可 解 ,于 是 人 们 不 得 不 推广 解 的 概念 ,并 且 证 明了 
变 分 问题 

Ja 二 min J(v), 【2 ,8.1) 

其 中 


天 三 0 Vul’—2uf)drdy (2.8.2) 
在 Rita) 中 是 有 解 的 .我 们 把 这 个 解 x 称 为 边 值 问题 
| 一 起 二 Fy 入 人 2， 


uw lan 三 昌 


(2.8.3) 


的 花 解 . 当 弱 解 具 有 更 高 的 光滑 时 它 也 是 古典 解 . 
用 变 分 方法 求解 边 值 问 题 (2,8.,3) 时 最 关键 的 一 步 就 是 如 何 
求 变 分 问题 (2.8.1),(2.8.2) 的 解 ,这 也 不 是 一 件 简 单 的 事 1 通常 
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是 一 些 近 似 求 解 的 方法 ,如 兹 一 倪 辽 金 方 法 就 是 其 中 之 一 .为 了 看 
清 这 个 方法 的 实质 ,我 们 先 回顾 一 下 本 书 第 一 章 中 的 体 里 叶 分 析 ， 
它 告 诉 我 们 :一 个 定义 在 [ -x,w】 上 的 连续 函数 在 一 定 条 件 可 展 
成 如 下 的 傅 里 叶 级 数 : 


f(r)= + 3 cos nr + Pnsin nr}, 
ei 


{Icos nr,sin nr} (n= 1,2,-..) 
是 函数 空间 Cf -x,xj)( 它 由 | -rr 上 所 有 连续 范 数 所 组 成 ) 


COS DS Sil Sl 


内 的 一 个 完全 正 交 蔷 , 而 攻 ,| (n=1,2,…) 是 这 


个 空间 内 的 -- 个 标准 完全 正人 交 系 ,这 样 的 完全 正 交 系 也 称 为 该 空 
间 的 一 个 “标准 正人 交 基 ". 有 了 标准 正 交 基 后 ,这 个 空间 中 的 任意 一 
个 元 素 都 可 以 用 它 的 线性 组 合 表 示 出 来 .如果 只 取 级 数 表 达 式 前 
有 限 项 凤 得 这 个 函数 的 近似 值 ,例如 
六 4r) = 下 > (erea nx + bsin nc) 

就 是 上 述 下) 的 一 个 近似 值 . 

前 面 己 经 说 过 , 变 分 问题 (2.8.1),(2.8.2) 在 空间 到 (00) 内 
有 解 ,当然 这 个 解 也 可 以 用 刁 of2) 中 的 -- 个 标准 正 交 基 表 示 出 
来 .例如 , 设 ; g(r ,ptey ,g(x),…| 是 Hi( 人 2) 中 的 一 个 标 
淮 正 认 基 ,，u SR 4# 加 表示 为 ， 


u(tx) = lap, (zx) 


(注意 :这 里 用 x = (ri ,2) 代 苦 了 (2.8.2) 及 (2.8.3) 中 的 (x ,YY), 
这 样 做 便于 用 于 高 维 问 题 ). 若 取 前 ,N 项 即 得 zk(z) 的 一 个 近似 值 
rw. 晶 效 - 和 划 辽 人 金 方 法 就 是 用 


hl 
Hm —- 2 nn 
"~1 
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代 堆 变 分 问题 的 解 ,然后 选 el,az,…,ew 使 ww) 达到 最 小 .这 
是 一 个 多 元 函数 的 极限 问题 ,容易 求 出 它 的 解 ,把 求 出 的 ai ,az， 
…,an 代入 uw 中 即 得 变 分 问题 的 近似 解 , 它 也 就 是 相应 的 边 值 问 
题 的 近似 解 . 

使 用 这 个 方法 的 一 个 难点 就 是 村 找 B0(8) 中 的 标准 正 交 基 . 
不 过 由 于 我 们 只 求 近 似 解 ,所 以 只 要 选 开 个 在 边界 上 恒 等 于 等 的 
线性 无 关 的 图 数 吕 行 了 . 


2.8.2 习题 的 释疑 与 启示 


1. 用 只 兹 -人 伽 辽 金 方 法 求 
—- Aw = 10<77<a0<y<b, 
utDO,y) = wtr0) = utayy) = utrx,b)=0 
的 近似 解 ， 
在 精度 要 求 不 高 的 情况 下 ,我 们 只 要 取 一 个 满足 边界 条 件 的 
函数 作为 标准 正 交 基 中 的 一 个 元 素 ,例如 取 
PICTY) = zyx — alty - b), 
并 令 近 似 解 为 
BIT = Arytr -ai(ly — 6). 
与 这 个 定 解 问 题 相对 应 的 变 分 问题 是 
Tiu)= min J(v), 


上 HA} 


其 中 R=1(x,y}0<x<a,0<y<biB 
日 厂 三 
J(u) = pi V ul -2v)drdy. 
1 f*1?, ,2r.2 2 2 2 2 
Jiui) = 让 4 上 一 2 
(2y 一 在 )] - 2Ary(x —- a)(y — bldrdy 


_ [ee to) 2 ab 
= 过 | 90 | 
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上 上 式 右 端 是 变量 A 的 一 元 盟 数 , 求 4 使 这 ai) 达到 最 小 值 .将 冯 
代 回 ww 即 得 所 求 的 近似 解 . 

2. 用 昌 兹 一 伽 辽 金 方 法 求 

— Atgx = 1,(r,y)EtE 0 
1 u lan 三 必 

的 近似 解 , 其 中 02 为 区 域 :x?+ y* < RR?. 

和 十 一 题 类 似 , 代 近似 解 为 

和 
将 zi 代 大 泛 晒 数 
汪汪 Al TM 
得 
ju) = || [442(z? + y)— 2A(R:- zr*— y}ldrdy. 

利用 极 坐 标 把 右 问 积 分 算出 来 , 它 是 变量 4 的 函数 ,再 选 4 使 
Jfai) 达 到 最 小 值 ， 

3. 用 吕 兹 一 合 辽 金 方法 求 


dm du 


a 
在 条 件 

u(r,—2) = u(rz,2)= el:y) = utl,y)=0 
下 的 近似 解 . 


现在 的 求解 区 域 是 矩形 = 110zr,y)l -1<r<1,-2<y< 
21 ,函数 (1 一 zz)(4 一 y) 及 sin rrsin 5 在 上 的 边界 上 都 恒 等 于 


零 ,所 以 近似 解 既 可以 表示 为 
aftyy) = A(l- rc)(4 — y). 


也 可 以 表示 为 


u(r,y) = Asin rzsin 5 
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然后 将 ui 代入 泛 畏 数 
Jtvw) = ,0 Vvul* -4v)drdy, 
与 前 两 题 类 似 可 求 出 A .如 果 选 妈 | 为 A(1 一 xz) (4 一 yy ) 就 得 到 
教材 中 的 答案 , 若 选 ai; = Asin frsin 2 就 得 到 另 一 个 答案 ,而 
这 两 个 管 案 形式 上 相差 很 大 ,一 个 是 x ,» 的 多 项 式 , 另 一 个 则 是 
x ,3 的 三 角 函 数 ,但 它们 都 可 作为 原 问 题 的 近似 解 . 
4. 在 例 2 中 取 记 =a,N 一 3 求 原 问 题 的 近似 解 . 
原 问 题 为 :用 昌 兹 一 合 这 会 方 法 求 
At =—2,(r,y) EN, 
LE loa = 也 
的 近似 解 ,其 中 只 为 矩形 区 域 :一 ac<5c<e -记忆 yy 扫 访 . 
现在 的 情况 是 a =e ,并且 要 求 取 -项 和 作为 近似 解 . 取 三 个 
满足 边界 条 件 的 线性 无 关 的 男 数 
pofzy) = (oa -fa 9073) = polr, yz2， 
92z( ,3y) 全 gol x,y)y’. 
所 以 可 令 近 似 解 为 
uatzxiy) =Aa -ra 2 yy) +Alla lt - ri)(a’ — y) x’ 
+ ia - x)(a’ — y)y. 
由 于 无 论 从 方程 还 是 区 域 形状 来 看 ,z 与 y 的 地 位 都 是 相同 的 ,上 故 
不 站 到 A,= Ai, 这 样 一 来 ,近似 解 3 可 表示 为 
uatzsy) =Aa -ra — vy)+ 
Aiffe 一 ifa — y (r+ y)]. 
再 把 ws 代 人 证 函 
J(iv) = 到 | Voul’- 4v)drdy, 


算出 Ju3), 选 1, 有 A 使 wa3) 达 到 艇 小 值 即 可 求 出 xs， 
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$ 2.9 非 线 性 偏 微分 方程 


2.9.1 内 容 的 评述 


大 自然 中 的 现象 是 错综复杂 的 ,因此 研究 这 些 现象 的 科学 与 
技术 也 是 很 复杂 的 ,这 种 复杂 性 表现 之 一 就 是 描述 这 些 现象 的 数 
量 关系 是 多 因素 之 间 的 非 线性 关系 .但 在 研究 这 些 数量 关系 时 ,人 
们 为 了 使 问题 简化 常常 略 去 一 些 次 要 因素 ,使 它 变 成 线性 关系 . 然 
而 在 许 儿 情况 下 ,这 种 "线性 化 "的 做 法 是 不 可 行 的 ,必须 研究 非 线 
性 问题 , 偏 微 分 方程 也 是 如 此 .以 前 人 们 对 非 线 性 偏 微分 方程 研究 
比较 少 , 主 要 有 两 方面 的 原因 ,一 方面 是 研究 工具 不 够 , 即 必 要 的 
数学 理论 还 没有 系统 地 建立 , 另 - -方面 是 计算 技术 跟 不 上 . 随 着 先 
进 计算 方法 和 计算 工具 的 飞速 发 展 , 非 线 性 科学 又 成 了 科学 家 们 
研究 的 热点 课题 .为 了 让 理工 科学 生 对 非 线性 偏 微分 方程 有 初步 
的 了 解 , 放 在 教材 的 第 九 章 讲 了 非 线 性 偏 微分 方程 的 基本 知识 , 重 
点 是 讲 两 种 重要 的 非 线 性 方程 ,一 种 是 守恒 律 方 程 , 田 一 种 是 
KdV 方程 ,它们 的 解 形成 了 两 类 非 线 性 波 , 即 濑 波 与 孤立 波 . 

(1) 非 线 性 方程 的 分 类 

非 线 性 偏 微分 方程 可 以 分 为 两 大 类 ,一 类 是 拟 线 性 方程 ,所谓 
拟 线 性 是 指 方程 中 的 最 高 航 导 数 是 线性 的 ,而 最 高 阶 导 数 前 的 系 
数 又 有 两 种 情况 ,一 种 情况 是 这 些 系数 只 是 自 变 量 的 函数 ,而 与 未 
知 范 数 太 其 低 阶 导数 无 关 ; 另 一 种 情况 是 最 高 阶 导 数 前 的 系数 不 
仅 可 能 依赖 于 自 变 量 ,而且 一 定 恢 束 于 未 知 函 数 及 其 低 阶 导 数 或 
者 依赖 于 它们 中 之 一 -对 前 一 种 情况 通常 称 为 半 线 性 方程 ,这 类 方 
程 的 非 线 性 只 出 现在 未 知 函 数 及 (或 ) 其 低 阶 导数 项 上 .以 两 个 自 
变量 的 二 阶 妨 微分 方程 为 例 , 半 线 性 方程 的 一 般 形式 为 

Alx, yu 十 吾 (zyJazay + Cr,y) uy, 
+ Flx,y,u, ur uy) = 0, 
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其 中 A ,B,C,F 均 是 其 变 元 的 已 知 函数 ,而 且 下 关于 变 元 基 非 线 
性 的 . 
拟 线 性 方程 的 一 般 形 式 为 
向 《下 2)Mrr + Bryy, us ues uy) uy 十 
Cryyr us dry uy t Fxsysu, uer uy) = 0, 
其 中 A ,B,C,F 是 其 变 元 的 已 知 函 数 . 
除了 报 线 性 方程 以 外 , 另 一 类 非 线 性 篇 微 分 方程 称 为 是 完全 
非 线 性 的 ,这 种 方程 对 未 知 冰 数 及 其 各 阶 导数 都 是 非 线 性 的 . 仍 以 
两 个 日 变量 鸥 二 芥 方 程 为 癸 , 完 全 非 线 性 方程 的 一 般 形式 为 
了 二 
其 中 下 是 其 变 元 的 非 线性 函数 . 
(2) 激 波 
说 明 什 么 是 激 波 ,首先 要 研究 守 便 律 方程 
ut+ tAw)), = 人 0. 
它 有 什么 特点 呢 ? 就 是 其 左 端 为 一 个 散 度 的 形式 ,其 中 f(w) 是 
的 非 线 性 函数 ,这 个 方程 的 初 值 问题 
ut {flu)),. =0,-o<r<+%m,t»>0, 
| z in VE 一 oo 去 工 芯 +oo. 
不 一 定 存在 整体 的 古典 解 ,例如 ,只 要 在 某 点 pz)<0, 则 古 熏 解 
就 不 可 能 对 所 有 : 都 存在 .因此 ,就 有 必要 推广 解 的 概念 . 如果 对 
于 任何 yx,t)E1yE CTR )| 当 |z| 及 t 充分 大 时 y 寺 0| 均 有 


| | ow + flu)yr drdt +| g(r) g(r,0)dz 三 让， 


则 称 w 为 上 述 初 值 问题 的 弱 解 (或 广义 解 ), 其 中 再 + = 1(x,1)| 
ce<z<x +,z 之 D0}. 从 这 个 定义 可 以 看 出 ,作为 初 值 问 题 的 异 
解 只 要 求 它 满足 一 个 积分 恒等式 ,在 这 个 恒等式 中 不 出 现 的 一 
阶 学 数 ,也 就 是 说 不 要 求 & 是 一 次 连续 可 征 的 .由 于 对 w 的 光 清 
性 要 求 弱 了 ,所 以 才 叫 弱 解 .这 个 积分 恒等式 怎么 来 的 呢 ? 它 是 由 
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用 性 习 原 方程 两 端 后 再 分 部 积分 得 来 的 ,所 以 古典 解 必 定 是 台 
解 .需要 提醒 读者 的 是 ,这 样 定义 能 解 的 方式 是 有 一 般 性 的 ， 
弱 解 可 能 具有 间断 性 , 设 解 x 是 分 片 光 清 的 , 光 请 曲线 卫 是 
其 间断 线 , 则 沿 工 可 得 
ls 
其 中 [| 与 [Fw)j 分 轴 是 与 f(a) 滞 本 的 阶 紧 , 即 
[uj=g- wtu 在 夏 上 左右 极限 之 差 )， 

[Fei 让 = Fa 一 了 fu)(ftw) 在 TT 上 左 、 右 极限 之 差 )， 
:= 至 是 的 斜率 .满足 上 述 关系 式 及 滴 不 减少 的 条 件 w > wu, 的 
间断 线 就 称 为 激流 . 

守 拒 律 方 程 的 解 是 一 种 非 线 性 波 , 给 定 初 始 条 件 ( 即 使 很 光 
滑 ), 在 传播 过 程 中 波形 要 发 生 了 畸变 ,就 会 产生 激 波 . 
(3) 孤立 波 
与 激流 完全 不 同 的 另 一 种 非 线性 流 是 孤立 波 , 狐 立波 有 时 也 
称 孤 立 子 , 它 是 由 KdV 方程 
drt wus 1 Ku = 0, 


产生 的 , 即 孤立 波 是 上 述 KdV 方程 的 行 波 解 ,这 个 解 可 表示 为 
二 im 十 asech?{ py 三 (* 站 生 }:)， 

其 中 wu,a 均 是 常数 .这 种 波 的 特点 是 在 传播 过 程 中 波形 不 变 ， 

其 值 ( 即 波 的 振幅 ) 基 本 集中 在 z -人 过 2z =0 的 周围 ,波幅 大 波 


速 也 快 . 
除了 KdV 方程 以 外 ,还 有 许多 方程 也 有 孤立 波 . 在 有 些 书 中 


把 KdV 方程 写成 


ui + uu + ur = 0. 


其 实 这 个 形式 的 方程 只 要 经 过 一 个 自 变量 的 变换 x 一 党 ) 就 可 以 
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化 成 教材 中 所 讲 的 形式 . 
2.9.2 习题 的 释疑 与 启示 


1. 指出 下 列 方程 哪些 蚌 线 性 的 ,哪些 是 非 线 性 的 ,车 是非 线 
性 方程 说 明 是 什么 类 型 的 非 线 性 . 
(1) wu- An= fu), 
32 
(2) 8£ 3 
(C3) ws — Au™ = f(z, Tas tm >1), 


?2p 3 22 
A a 
(4) sinm x 7 2Zysin x Tao 了 0,， 


du _ 
十 < 本 二 TH， 


(5) uw, t+ Ouu, t+ wr, = (0, 
dau au /au 
‘9 (下 | + (地) 下 | = 
(7) wt+{a(w))yr = 己 , 其 中 al(s) 是 5 的 二 次 连续 可 微 的 
函数 . 
(8 PrisTar "Tarlo Ure =0,i i=l, n. 
要 分 清 方程 是 哪 种 类 型 ,应 注意 以 下 几 点 : 
(i) 分 清 未 知 函 数 和 自 变量 ; 
(ii) 看 清 方程 是 几 阶 的 ; 
(iii) 检查 最 痪 阶 导 数 项 的 情况 ,确定 方程 中 出 现 的 最 高 阶 导 


数 是 线性 还 是 非 线 性 的 ; 
(iv) 如 有 果 最 高 附 导 数 是 线性 的 ,再 看 它们 的 系数 及 低 阶 导数 


项 的 情况 . 
2. 求 极 小 曲面 方程 (9.8) 具 有 如 下 形式 的 特 解 ; 


{1) a 
(2) w= Fw r+ y). 
对 于 (1) 只 要 令 t= 关 , 则 要 求 的 解 为 x = F(z) ,利用 复合 图 
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数 求 导数 的 方法 可 将 极 小 曲面 方程 化 成 
(1 + a)F (+ 218F (1) = 0. 
和 髓 关于 上 积分 两 次 即 可 得 到 答案 . 
对 于 (2) 也 可 用 类 伏 的 做 法 , 令 :一 vzi+ 访 ,将 w= Fi) 代 
和 人 极 小 邮 面 方程 并 简化 得 
:+fF+f*=0. 
再 令 
g=f, 
得 
tg +g+g=0. 
这 是 一 个 非 线 的 一 阶 常 微分 方程 ,再 作 代 换 
1 
二 
就 可 得 到 关于 有 的 一 阶 线性 常 微分 方程 , 求 出 它 的 一 个 特 解 即 可 
得 到 三 (0 ,再 积分 一 次 .读者 按照 这 个 程序 可 将 结果 求 出 ,要 注 
意 的 是 ,这 里 的 了 是 其 变 元 的 任意 函数 ,所 以 在 积分 时 所 得 的 任 
意 常数 可 以 根据 需要 选取 适当 的 值 . 
3. 验证 (9.6),(9.7) 的 解 必 是 变 分 问题 (9.3) 的 解 . 
(9.6),{9.7) 为 


ed et 
97 lL+ ust+usy dy ] 二 下 十 到 3 
HH lan 一 四- 


而 变 分 问题 (49.3) 为 
Jtu) = min J(v), 


其 中 M,= fu€ Ci(0)lulsg= qi, 且 


J(v) ll v1l+ w+ vidrdy. 


邻 
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j(e) = J(u + ev), 
其 中 x 是 (9.6),(9.7) 的 解 , 要 证 明 这 个 就 是 变 分 问题 (9.3) 的 
解 ,只 要 证 j(e) 在 =0 时 达到 最 小 值 .为 此 ,应验 证 7 (0) 交 0. 具 
体 过 程 请 读者 自行 完成 . 


复习 题 " 


为 了 便于 读者 进一步 掌握 《数学 物理 方程 与 特殊 函数 3 这 一 课 
程 的 内 容 ,我 们 挑选 了 一 些 复习 题 ,并 给 出 了 篇 要 的 提示 及 参考 答 
案 , 供 读者 学 习 时 参考 . 

1. 设 有 一 根 均匀 且 和 柔软 的 束 做 微小 的 模 癌 振动 ,在 振动 过 程 
中 受到 与 强 的 速度 成 正比 的 空气 限 力 , 试 导 出 振动 方程 . 

提示 : 阻力 的 方向 与 强 的 振动 方程 相反 ,其 大 小 与 速度 成 正 


比 , 即 阻力 的 密度 与 污 成 正比 ,再 利用 教材 $1.1 中 的 方法 ， 
参考 答案 ; 


3 着 3 = ao2 3， 
其 中 心 是 正 的 常数 ， 
2. 试 证 圆锥 形 对 称 轴 的 纵 振动 方程 为 
12 
27 (3 | | 


3 
li a Ey -= 
其 中 上 是 圆锥 的 高 ， 


提示 : 本 题 与 教材 习题 一 中 本 人 


第 3 题 不 同 的 是 , 辅 的 截面 积 是 变 
化 的 ,如 图 3.1 所 示 . 运用 胡 克 定 
律 , 轴 在 x 点 处 因 形 变 而 产生 的 弹性 应 力 为 


中 含 提示 与 套 考 答案 . 
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弹性 模 量 x 相对 形变 


以 + Ax,2) 一 u(xz,t) 
全 并 


其 中 为 弹性 模 量 . S(z) 表 示 轴 在 x 处 的 截面 积 , 则 z 处 整个 
截面 上 所 受 的 力 为 忆 3S(x). 由 此 可 得 位 于 [x ,z+Az] 这 一 自 
轴 所 受 的 力 为 


Qu 
SE 


Ee 


du 辽 攻 六 可 下 
PE3estz)| 一 Ess(z)| FE, | S(z) lh 


Tt 


现在 的 问题 是 要 求 出 S$(x), 利 用 相似 三 角形 边 的 比例 关系 可 得 
S(xz) 的 半径 为 尺 [1 -六 ] ,其 中 R 为 圆 外 底 的 半径 .大 S(x) = 


xR? {1 一 蛙 ) . S(z) 求 出 来 后 ,再 对 上 述 的 小 朋 锥 台 利用 牛顿 第 


二 定律 . 
3. 设 某 洲 质 在 溶液 中 扩散 , 它 在 溶液 中 各 点 的 浓度 用 wu (i， 
yxt) 表 示 , 由 Nernst 定律 知 , 洛 质 在 时 间 di 内 通过 曲面 ds 的 


质量 dM 和 3 成 正比 , 即 
du 
dM =—D Fm ds de 
1 


其 中 品 为 扩散 系数 , 求 x 满足 的 方程 . 
提示 : 本 题 采 用 教材 8$1.1 中 例 4 的 推导 方程 ,只要 把 
Fourier 实验 定律 用 这 里 的 Nernst 定律 代替 就 可 以 了 ,并 要 注意 滨 


度 的 含义 . 
参考 答案 
于 =- 训 (D 叶 + 地 [DP 于 + 冯 (D 于 | 


若 万 为 常数 ,方程 简化 为 
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du 
Te DAxn. 


4. 长 为 1 的 均 习 细 枉 ,初始 温度 为 零度 ,z= 二 0 端 保持 常温 
uo; 在 z=? 端 及 杜 的 侧面 和 周围 介质 产生 热 交 换 , 设 介质 的 温 雇 
为 0 人 C , 杆 的 同一 个 截面 上 的 温度 是 相同 的 , 试 列 出 杜 上 湿度 
u(xz,f) 所 满足 的 定 解 问题 ， 

提示 : 首先 要 注意 杆 的 侧面 与 介质 产生 热 交 换 , 它 服从 和 牛顿 


定律 
dQ= hu ui)dsd 
其 中 ,kk, 是 热 交 换 系数 ,xi 是 介质 温度 ， 
设 村 的 直径 为 4, 则 每 一 个 截面 积 为 x[ 半 ,每 一 个 截面 处 
的 周 长 为 rd .在 [xz,z+Az] 上 考 忠 杆 的 热量 守恒 .由 牛顿 实验 定 


律 , 在 dz 内 通过 在 zx 处 及 x+Ax 处 的 横 截面 流 人 这 个 杆 的 热量 
为 
d Yr,a 
Qi = "($5) 下 让 


而 通过 侧面 流出 的 热量 为 
Q2 = k(ndAr)udt 


可 
上 二 dz |. 
总 工 二 | 


二 十 


杆 内 温度 改变 所 需 的 热量 为 
a 之 
名 = cor[ 呈 ) AT[u(zxt + di)— -u(r,t)] 
sw (2 SAzde. 
由 热量 守恒 律 ,得 
QQ = Ql Qs; 


再 将 上 面 几 个 式 子 代入 ,并 整理 即 可 得 到 方程 . 
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参考 答案 : 


3 238 1 
Bt 3 pu rl,t>0, 


tt | -0 一 wo,i 之 站 ， 
Au 
ES 
xz-0o=0.0 近 工 所 上 
其 中 a*= ed 


= 0,.t 守 0， 


东 宇 二 


过 证 
cp Pe 是 导热 系数 ,po 是 杆 的 密度 ,ec 是 
比 热 . 
5. 求 方程 
du Au Qu 1 
dx: 9rdy dy: 
在 条 件 
a |,_o 二 5 本 一 2x 
下 的 解 . 


提示 ; 使 用 行 波 法 ,首先 求 出 两 组 特征 线 : 


y— =const 和 y+27r=const. 
再 通过 特征 变换 将 方程 化 成 本 积分 的 形式 . 
参考 答案 : 
u(x,y) = 2xy ~ i 
6. 求 下 列 问 题 的 解 
gd2u 22 32 
| 
i | 2 p(x), 
i = px) 
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提示 : 用 行 波 法 
参考 答案 : 


u(x,y) =3[9(z —sincti+ y+ ptr+t+siulr— y}]j+ 


3| "(Ede. 
+ FY 


7. 求 下 列 问 题 
9 3 2.0: 
?2 -21Y F787 yr 2 = 愉 ， 
nu | ,=1 p(x) 
a > pr) 
的 解 . 
提示 : 经 过 特征 变换 
1 
5 
本 
> 
将 方程 化 成 
Ou 3 9u 
397 &€ dn 


为 了 求 这 个 方程 的 解 , 令 "= 税 , 先 求 册 , ,再 积分 一 次 得 到 xz 的 
“ 通 解 ”. 
参考 答案 : 
4 1 
utr,y) = 等 9 至) p(y’) 


立 


十 #4) [p(x) 一 p(x) ldz. 


8. 求 下 列 三 维 及 二 维 波 动 方程 初 值 问题 的 解 : 
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(1) 
Wi = ef Ee Ur y+ +t 0,， 
1 = + ye ry C+, 
uliso = 0,—%< ry + oo., 
(2) 


| = a (as + -csryx+ootD>0， 


uo = rity ry + 0, 
ulio=0,—< ry + mm. 
提示 : 利用 三 维 波动 方程 及 二 维 波动 方程 初 值 问 题解 的 表达 
式 一 一 泊 松 公式 ,并 分 别 利用 球面 坐标 系 与 极 坐 标 系 进行 计算 , 参 
考 教材 $3.2 中 的 例子 . 
参考 答案 : 
(1) u(ryy et)= a + y e+ a ri +a zt, 
(2) u(x yt)= x rt yt (3r+ yar’ 


9. 求 半 无 界 均 匀 细 杆 上 的 温度 分 布 ,已 知 其 端点 (zx =0) 保 持 
定常 温度 uo, 钉 始 温 度 为 零 , 妈 求解 下 列 定 解 问题 : 


us = a usr > 0,t>0, 
| | 0 
ul,u = 0,x 守 0. 
提示 : 这 是 一 个 半 无 界 问 题 ,对 波动 方程 的 六 无 界 问题 在 习 
题 三 第 5 题 中 遇 到 过 ,这 里 是 一 维 热 传导 方程 ,但 仍 用 拉 普 拉 斯 变 
换 来 解 ,到 底 是 对 上 取 拉 氏 变 换 还 是 对 x 取 拉 氏 变 换 , 要 由 方程 及 
定 解 条 件 来 决定 . 

参考 答案 : 


"28 
或 表示 成 
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ul x,2) = uoeric ok 


其 中 erfc xz 为 休 误 差 师 数 , 即 


10. 用 积分 变换 法 解 下 列 定 解 问题 : 
ut = ee 0O<r<it>0. 
et 0 二 zi 
天 全 
其 中 ao 为 带 数 ， 
提示 : 因为 x 的 变化 范围 是 有 界 的 ,所 以 只 能 对 : 取 拉 普 拉 
斯 变换 .在 求 着 变换 时 要 利用 留 数 定理 ,参考 教材 83.3 中 例 3 或 
习题 三 中 第 7 题 . 


参考 答案 : 
， 2 共 十 工 3 本 
dM i 有 
uCXt)= uo — 一 一 一 一 一 qr 
开 了 只 十 二 


二 作 


11. 求解 下 列 定 解 问 题 : 
全 = arwrt+ Au,— <r<A+%m,t>0, 


| = (zo xo) mL + om, 


1=0 = 
其 中 A 为 常数 ,5(z) 是 Dirac 销 数 . 
提示 : 这 是 一 维 热 传导 方程 的 初 值 问 题 , 从 自 变 量 的 变化 范 
围 来 看 ,可 以 用 工 的 Fourier 变换 ,也 可 以 用 对 上 的 拉 普 拉 斯 变 
搞 , 但 从 定 解 条 件 来 看 ,只 能 月 Fourier 变换 (请 同学 想 想 为 什 
么 ?). 另外 还 要 注意 Dirac 抄 数 的 定义 , 即 


| sz — zo f(r)dr = f(z0). 
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在 计算 遵 变换 时 ,要 应 用 教材 第 三 章 习 题 三 中 第 4 题 的 结论 . 
参考 答案 : 


u(r,t) = 


2a at 
12. 求解 下 列 初 值 问题 : 


Hs 二 人 0 
uo = cos zx,- LA T+, 
ulio = sinr,— HALr<A+m 


提示 : 同 前 题 一 样 , 从 方程 与 定 解 条 件 综 合 考 虑 ,本 题 也 变 用 
Fourier 变换 .在 计算 道 变换 时 仍 要 应 用 Dirac 精 数 的 定义 . 
参考 答案 : 
u(xz,t) = cos (tf — x). 
13. 求解 下 列 初 边 值 问题 : 


4 dz 
= a toshr dr<l,t >， 


ar2 

I= 

uo = wlo = 0.0L 
其 中 5 为 常数 . 


提示 : 这 个 问题 的 特点 是 非 齐 次 方程 , 齐 次 定 解 条 件 , 可 以 用 
两 种 方法 求解 ,一 种 方法 是 特征 沙 数 展开 法 , 夯 一 种 是 作 变 量 代 换 
将 方程 化 成 齐 次 的 , 旦 保留 边界 条 件 是 齐 次 的 ,再 用 分 离 变 量 法 . 
参考 答案 : 
pb (SS { 


utr,t) = 2 sh = 和 


2pl*sh i < ER Ne in Sr 
a nn + nm) t 全 


14. 求解 下 列 定 解 问题 : 
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za] -= td0t>0， 
了 | 一 站- 一 人 ,一 和 工 委 小 
握 示 : 用 分 离 变量 法 ,应 注意 两 个 问题 ,一 是 求解 区 问 不 是 
[0 ,7] ,而 是 [ 一 /站 , 故 在 确定 级 数 解 中 的 系数 时 应 将 已 知 蚂 数 在 
[一 27] 上 展开 ;二 是 在 确定 特征 值 时 要 由 一 个 代数 方程 组 有 非 零 
解 的 条 件 来 获得 , 即 由 六 (一 1 =X (7) =0 得 
Casin A + Dacos 好 二 日 
— CAsin At+ Dacos Ai = 
由 忆 ,D 不 能 同时 为 零 , 虐 这 代数 方程 组 的 系数 行列 式 应 该 等 于 
零 , 即 


| = aa “I<ri<l,t>y, 


Asin AL Acos A 
— Asin A Acos At 
=Asin 2A = 0, 


=2A’sin Aicos A 
由 此 得 特征 值 


有 了 特征 值 后 ,再 由 
Nx) 一 Ceos 57 1x + Dsin Fpz 


确定 特征 函数 ,例如 取 C= cos 玉兰 一 Si 爷 , 则 


K(x) = eos De 57Z 一 sin sin i 


一 os EF 一 从 ,] ,之 


Eo 


n+] 
ut{r,t) > 人 LD 5 2 Dr {2n $m, 


2 十 i 
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15. 有 一 个 半径 为 R 的 均匀 球体 ,其 中 心 在 坐标 原点 ,表面 
的 温度 永远 保持 零度 ,初始 温度 为 f(r), 求 球 内 的 温度 分 布 . 

提示 : 先 写 出 定 解 问题 ,由 于 求解 区 域 为 球 域 , 故 使 用 球面 坐 
标 , 央 为 球 的 初始 温度 及 球 表面 的 温度 均 只 与 + 有 关 , 而 与 9, 9 
无 关 , 所 以 解 w 应 也 与 9,g 无 关 , 因 此 定 解 问题 为 


| 
aw _ a R,t >0, 


u |,_ 8p = 人 0, 之 几 ， 
| [ulj,io< mt>0 
dl-o = f(r) 0REr 人 eR. 


方程 可 以 写成 
“0 0 i(ru), 
y= ru 
再 对 v 的 定 解 问题 用 分 高 变量 法 . 
参考 答案 : 


u(r,t) - 启 > (fo rm Rdr)- 


16. 求解 下 列 定 解 问题 : 
Wy 一 a sD < Tt， 
| [0 = 0,wu | = Asin wi,t > 0, 
[a | 
提示 : 用 分 离 变 量 法 求解 ,因为 边界 条 件 是 非 齐 次 的 ,所 以 先 
要 通过 未 知 函 数 的 代 换 将 边界 条 人 着 化 成 齐 次 的 .具体 做 的 时 候 , 至 
少 有 两 种 选择 ,一 种 是 只 把 边界 条 件 化 成 齐 次 ,而 方程 多 许 有 非 齐 
次 项 ,例如 令 
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太一 和 十 入 5 wt, 
这 时 vw 的 方程 含有 自由 项 Aw* zsin ,和 冉 用 按 特 征 函 数 展开 法 确 
定 ". 另 一 种 人 先 径 是 通过 代 换 将 方程 与 边 办 条件 同 时 化 成 齐 次 的 ， 
例如 今 


然后 再 用 分 离 变量 求 w， 
参考 答案 ; 


了 cr 
ey _ Aa 人 证 fam272 va 区 
ra (2n +1) 


屋外 
cos —{ 
人 


2nt+ lx ， (2n + 1)ra 
sn a7 Ysin~ a 1 
(和 4) - wl 7 
| 
17. 解 下 列 定 解 问题 : 
Hzr + uw = O00 raa0< ym, 


ut0,y) 三 ula,y) = 0,0 yy 挟 595 
u{x,0)=1- 0KrEa, 
limu( x ,y) = ,0 和 I. 
提示 : 虽然 y 的 变化 范围 是 [0,%), 但 从 定 解 条 件 来 看 ,不 能 
用 拉 普 拉 斯 变换 来 解 , 仍 用 分 离 变 量 法 . 
参考 答案 : 
u(x,y) = >) Se “sin i 
18， 有 一 长 为 上 的 均 柯 细 杆 ,出 表面 绝 红 ,一 端 绝 热 , 另 一 端 
永远 保持 温度 为 uo ,初始 温度 为 gtx ), 求 杆 上 的 温度 分 布 . 
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提示 : 这 个 问题 可 归结 为 下 列 定 解 问题 : 
Wi 一 Cs 
ui .0 = 0, 0， 
zj -= unst 守 0, 
ne 
有 一 个 边界 条 件 是 非 齐 次 的 , 故 先进 行 未 知 阔 数 代 换 ,使 边界 条 件 
化 为 齐 次 ,同时 保持 方程 为 齐 次 . 


参考 答案 : 
【一 1) 4un 人 
RE I 二 
(3 tra ) s KZ + I) Dx 
其 中 
A, = ?| gtr)eos Cat Da 
19. 证 明 
(1) 在 极 坐 标 系 下 二 维 拉 普 拉 斯 方程 为 
_ 13 au Lo 
2 A ole 网 5 a9 = 


和 1 jg (sno 


risin 998 0 


提示 : 利用 直角 坐标 与 极 坐 标 、 球 面 坐 标 之 间 的 关系 以 及 复 
合 函 数 微分 法 则 . 
20. 求解 : 
| i 十 wy = ~ T+ yr +y <1, 


u Ey = = 2. 
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提示 : 这 个 方程 及 边界 条 件 都 是 非 齐 次 的 ,但 由 于 边界 曲线 
是 个 圆周 , 它 的 方程 是 > + y = 上 ,不 基 变 量 分 离 的 形式 , 故 边 界 
条 件 不 易 齐 次 化 . 现 有 两 种 解法 ,一 种 是 在 极 坐 标 系 求解 ,这 时 方 
程 为 


下 这 下 二 
P CE ET 
边界 条 件 为 
ui, = 2. 


由 于 方程 的 自由 项 及 边界 数据 都 与 8 无关 ,所 以 解 也 应 不 依赖 于 
9, 从 而 问题 变 成 


[uil,-o< ee. 
可 以 直接 经 过 两 次 积分 求 出 解 . 
为 一 种 方法 就 是 先 把 方程 化 成 齐 次 的 ,例如 令 


1 2 23 
i 二 vt 全 (T Fs 


这 时 得 

Av = 0,r2+y 1, 

然后 求解 拉 普 拉 斯 方程 的 一 个 边 值 问题 . 
21, 在 辐 环 域内 求 下 列 牛 曼 问 题 的 解 : 
Au =0,1<p 鼠 20 近日 过 2r， 

> 

(ap p=™l 
提示 : 在 极 堂 标 系 内 使 用 分 离 变量 法 ,还 应 补充 自然 边界 条 


本 | 
= sin ,了 = 0,0 志 8 过 2x. 
io=2 


件 
zfp + 2x) = HLO 


178 第 三 童 ” 竹 习题 


参考 答案 : 
ulpd) 一 一 3 + js +e, 

其 中 <。 为 任意 常数 .应 该 注意 拉 普 科斯 方程 牛 曼 问 题 的 解 是 不 唯 
一 的 ,可 以 相差 一 个 常数 . 

22. 求解 下 列 定 解 问题 : 

| 天 a? {uo 十 oj 0< p< Rt>0, 
uli-o = 0,0 夺 pp 所 R, 

ul = uot > 站 ， 
Ia|l,o< mt>0. 

提示 : 在 丽 周 上 的 边界 条 件 是 非 齐 次 的 ,为 了 用 分 离 变量 法 
先 要 作 未 知 函 数 代 换 将 这 个 边界 条 件 化 成 齐 次 的 ,例如 令 


下 二 吕 十 于 0 


参考 答案 : 
u(p,t) = |: ~ 2 a | 


其 中 jy 是 Jofz) 的 正 零点 . 
23. 一 个 画 形 薄膜 ,边界 固定 , 膜 从 静止 状态 开始 作 自 由 径 问 
振动 ,其 阻力 与 速度 成 正比 ,已 知 初 位 移 为 p(p) , 求 位 移 两 数 . 
提示 : 问题 中 已 说 明 膜 作 自 由 径 向 振动 , 即 膜 除 受 到 阻力 外 
不 全 其 他 外 力 ,只 外 位 移 是 径 疝 ,说 明 它 与 方向 { 即 8) 无 关 . 就 是 
求解 下 列 问题 


a? 可 
| es #),0<p<R, > 0, 


28 ap pap 
| 二 DO,t >» 人 0， 


[ll,-0 < cr > 0, 
ulio = pp), ul-o = 0,pSER. 
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现在 方程 中 多 了 一 项 2h 耻 ( 为 一 个 充分 小 的 正常 数 ) ,所 
以 分 离 变量 后 得 到 关于 T(1) 的 方程 变 成 
T +267 + za 了 = 昌 
这 是 一 个 常 系数 的 二 阶 线性 常 微分 方程 , 它 的 通 解 很 容易 写 出 来 ， 
其 中 4 应 以 特征 值 代入 , 即 


Hn 是 (xz) 的 正 零点 ;从 而 


T (2) = et(A,cos gt + B,sin qt), 


其 中 
Ulin “ 2 
和. | 
参考 答案 : 
ulipst) = 总 Ce "(oo qt 十 
Le 
SR cj perm 
其 中 


RK 
人 -| rot [tr jer. 


0 
24. 没有 半径 为 a 的 半球 ,球面 上 保持 常温 wo ,而 半球 的 底 
面 的 温度 保持 为 零度 , 求 稳 恒 状态 下 半球 内 部 的 温度 分 布 . 
提示 ; 求 稳 恒 状态 的 温度 分 布 ,就 是 要 解 拉 普 拉 斯 方程 .因为 
区 域 是 半球 体 , 自 然 要 用 球 坐 标 系 (+ ,98,9). 而 边界 上 的 温度 与 p 
无 大 ,所 以 解 只 是 x ,6 的 晴 数 ,因此 该 问题 可 归结 为 解 下 列 边 值 
问题 : 
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二 
| 有 


2 人 =-a 济 uo:0 安 : 昌 去 EE 


als = 0,r 和 Se 1. 


经 过 分 离 变量 后 得 到 两 个 方程 
BH +etg BB + +1) 回 一， 
rR +2rR’ -n(n+1)R=0, 
要 使 解 有 界 ( 含 r-*0 时 ),n 只 能 取 整 数 ,这 时 它们 的 通 解 分 别 为 
B00) = AP, {cos 0) + BQ, (cos 0), 
Ra{r) = Cr + Dr s+!) 
并 且 B, =0,D,=0. 
理由 z lo-#=0, 得 六 .Pa。(0)==0, 但 A, 隆 0, 故 P, {0)=0, 即 


n 只 能 为 奇数 , 即 一 28 一 1, 让 二 1 ,2,… 
这 样 一 来 , 解 为 
u(r,8) = DA- 1r .Pap 1(cos 8) 
最 后 由 条 件 |,-,。= uo 来 确定 系数 4 -1, 这 时 要 注意 利用 递 推 
关系 
P,(z) = 2 til P(r) - Psi(z)], 


(— 1)"(2n)1 
及 P,(1) = 1,P,,(0) = es 
参考 答案 : 
C1) (2R 一 2)104 开 一 1 
or:9) = uo 2 22tk1(R -11 


皮 


2k-1 
[ee Por_1 lcos 0)., 
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25. 求 下 列 定 解 问题 的 解 : 
Ea 39,0< zx < :>0, 


ul oo= u|,.:= 0,t > 0, 
zj-o = f(x),07r 开 Ll, 
其 中 了 f(z) 是 已 知 交 数 . 
提示 : 这 里 的 方程 是 非 线 性 ( 半 线 性 ) 方 程 ,一 般 说 来 , 非 线 性 
方程 的 定 解 问题 很 难 求 出 解 的 表达 式 . 但 现在 这 个 问题 可 以 通过 
变换 把 问题 进行 转化 .事实 上 , 设 v(x ,i) 是 方程 


dr 2 Ou 
一 
ar 97 


的 解 , 则 
u(r,t} =— 2a 32 
一 定 是 方程 
a 
of 人 i 3r? 


的 解 . 因此 问题 在 于 求 出 v(xz,), 为 此 ,要 把 efzr,t) 的 定 解 条 忻 
写 出 来 .将 上 述 xx ,vw 之 间 的 关系 对 工 积分 一 次 得 


于 
一 一 了 | utzrrt)d 
zf 了 _ 


令 1=0 得 


证 : 
| p= 二 上 wT dr BE |: A plr) 


(好 把 左边 的 已 知 防 数 记 成 p(x)). 
为 外 ,还 有 


] f= 
2 {xz ,zd 1 
vo, = e 2h a Fart) 


故 


a 坟 i | = 日 . 


因此 ,wv 满足 下 列 定 解 问题 
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了 = 0< < >0， 
wr | 三 ww. | = 人 0,+ > 0, 
i 三 pz 和 了 和 1/ 
用 分 离 变 脐 法 求 出 v(x ,1), 再 由 wv 得 到 原 定 解 问题 的 解 &， 


参考 答案 : 


其 中 
内 0 = 了 | pw(z)dz， 


了 | A 
A = ,Pecos Td. 


26. 证 朋 下 列 定 解 问题 
to = (RT)u)s 一 gu t+ Fix tj 0 ri0<t<T, 
| ST 

tlio = gr) ,ulio = pir),0EzrEl 
的 解 是 唯一 的 且 在 能 量 模 意义 下 是 稳定 的 ,其 中 E(x), f(x,z)， 
pz ,w(x ) 都 是 适当 光 询 的 孙 数 ,E(x7)>0,g >0 是 常数 . 

提示 : 为 建立 能 量 不 等 式 , 先 要 用 w, 乘 方 程 两 端 ,并 写成 散 
度 形式 
然后 在 矩形 区 域 G= |1(z,z)10 雪 xz 所 10 近 上 委 r| 上 积分 ,其 中 
0 去 工 . 

参考 答案 : 

能 量 不 等 式 为 


一 【下 (TREE = tftlx,t)., 
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t 
| 十 二 【区 十 ga) .dz 


< M[| Cy + RC pT + gp2)dz + ff zt)azdr], 
其 中 M=e7. 
27. 求 下 列 边 值 问 题 的 近似 解 : 
i 
ab = bi = 0 


x | ,0 二 2 -1 一 日 ,0 过 .工夫 二. 


提示 : 用 变 分 方法 , 设 近似 解 为 
utrx,y) 一 zl 一 IfL 一 yy 
参考 答案 ; 


ursy) = 二 ztl 一 工 儿 1 - y). 


28. 求解 下 列 边 值 问题 ; 
Hs + uy = A+B(r -yy),a < r+t+y <6, 
2 


aa. 


四 | 去 0， 


其 中 A ,B,C 均 为 常数 . 
提示 : 这 里 方程 和 边 值 条 件 都 是 非 齐 次 的 ,有 两 种 方法 .一 是 
先 将 定 解 问 题写 成 极 坐 标 形式 
2 2 
3 = A + Bo’eos 20, 
a<po<b 0 2n, 
se 二 C02rn 
us = 00 0& 2n 


utp +2n) = utp0),a EPEb, 
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再 作 代 换 


hb-p 
tt 电 于 


将 边界 条 件 化 成 齐 次 的 ,然后 用 特征 函数 展开 法 求 出 vw. 
另 一 种 方法 是 先 作 代 换 将 方程 化 成 齐 次 的 ,例如 令 


ty) = 人 (zr + YY) 十 B(x — yr + y+ vr,y) 


则 得 到 关于 ”的 定 解 问题 : 


vt oy = 0a < 有 区 本 


a2B a AA 
v | a 一 Cr ee vy ) 
2 
Vi 2 人 -| 运 : “A 
再 用 极 坐 标 系 并 补充 周期 性 条 件 . 对 vw 的 定 解 加 是 可 用 分 离 变 量 
法 求解 ， 
参考 答案 ; 
e2ln + b*ln £ ln 2 A 
人 好 + 忆 2 
utp,0) =—4 5 + pn 
4 2p2 + pb 4p4 
pl ev en 


这 个 答案 也 可 以 用 变量 x ,vy 表示 出 来 . 
29, 求解 下 列 定 解 问题 : 
Huy 29 EE 
or2 2 
[uO | < oo,u(i,t) = 0,1 > 0， 
u(r,0) = g(r) u(r0) = 00 二 并 所 
提示 : 这 个 问题 的 特点 是 方程 为 变 系 数 ,如 果 把 右 端 的 微分 


求 出 来 ,就 得 到 两 项 :a?x + a? 丝 . 意 然 如 此 ,这 个 问题 仍然 


ar 


[0 > 人 站， 


可 以 用 分 离 变量 法 求解 . 令 

u(x,t) = X(T) 
代入 方程 并 进行 变量 分 离 可 得 

T +Aia T= 0, 

TXTX + X +AX=0. 

关于 XX 的 方程 不 好 求解 , 作 自 变量 代 换 
y = 2AYz, 

则 得 


这 是 零 阶 贝 塞 尔 方程 , 它 的 通 解 为 
2 
Xty) = CiJjoly) 十 人 2 Yoly) (x* 9) = x{ 芳 ))， 


或 

XIr) = Co(2A yr) + CYo(2A Yr ). 
由 | au(0,21)|<% 得 Cs=0. 再 由 六 (1)=0 得 

Jo(2A Vi ) = 0, 
即 
A = = 1,2,, 
其 中 jy, 是 Jofz) 的 正 零 点 , 故 特征 值 为 
Hin 

SR 
原 定 解 问题 的 解 可 表示 为 


u{r,t) = cea 十 


和 = 1,2,. 


最 后 利用 初始 条 件 确定 au ,5,. 
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参考 答案 : 
u(r,t) = DY acos (mf 字 )， 
其 中 


一 pe CRE 


这 里 要 特别 提 栈 读者 的 是 , 画 数 系 |]o{ yo/ 字 在 [0,1] 上 带 权 
函数 "1" 正 交 的 (读者 可 自行 证 明 ) 
30. 求解 下 列 定 解 问题 : 


5 a j=0, 


ra0 人 Ln, 
Iau| lo < oo,0 扫 有 所 


E+- f(0)) | 


一 们 ,0 过 Ox, 
其 中 >>0 为 常数 ， 


入 


fF(8) = 
0， 7 ORT 


提示 : 这 是 在 球形 域内 求解 拉 普 拉 斯 方程 , 且 在 + =a 上 的 边 
界 条 件 是 第 三 类 的 . 利用 分 离 变 量 法 及 解 的 有 界 性 可 得 


u(r,0) = Dar'P, (eos 8),， 
其 中 P, (xz) 是 勒 让 德 多 项 式 . 
由 条 件 


= hf(0), 
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dy + Dn0r + ha a,P, {eos 8) = hfF(O) 
出 此 求 出 0 1,2,: 
参考 答案 : 
u(r,0) = 


ER 8 二 
TT 

ee 有 十 
+ 201 + ah) 


oe 他 i 
1 {| br) de rp Ceos 8). 


| 六 “> ~ 


1 
其 中 , | =P,(z)dz 三 一 tr iy Pt0), n>1 


i， 二 2+1， 


i 
| 和 二 二 2) ee 


nn 二 2,k= 1,2,. 
在 计算 这 个 积分 时 ,或 者 用 递 推 公 式 ,或 者 利用 勒 让 德 方程 得 
(1 — rx IP 一 2zPp + n(n+1)P,=0 


BB 下 人 一 1 (rz 


